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CHƯƠNG IV. GIỚI HẠN 

BÀI 1. GIỚI HẠN CỦA DÃY số 
A. KIẾN THỨC Cơ BẢN CAN nam 

1. Định nghĩa dãy sô có giới hạn 0 

Dãy (u n ) có giói hạn là 0 khi n dần đến dương vô cực, nếu mỗi số dương bé tùy ý cho trước, mọi số 
hạng của dãy số, kể từ số hạng nào đó trở đi, I Un I đều có thể nhỏ hơn một số dương đó. 

Kí hiệu: lim(u n ) = 0 hay limu n = 0 hoặc u n —»0 

|limu n =0<^> Vs>Q,Eln 0 eN,Vn>n 0 =>|u n |<s| 

(Kí hiệu "limu n =0" còn được viết "limu n = 0", đọc dãy số (u n ) có giói hạn là 0 khi n dần đến dương vô 
cực) 

Nhận xét: Từ định nghĩa ta suy ra rằng 

a) Dãy số (u n ) có giói hạn là 0 khi và chi khi dãy số (|u n I) có giói hạn 0 

b) Dãy số không đổi (u n ), vói u n = 0 có giói hạn 0. 

2. Các định lí 

* Định lí 1: Cho hai dãy số (u n Ị và (v n ). Nếu |u n I < v n vói mọi n và lim v n = 0 thì limu n = 0 

* Định lí 2: Nếu |q| < 1 thì limq 11 = 0 

3. Định nghĩa dãy có giới hạn hữu hạn 

* Định nghĩa 1\ Ta nói dãy (v n ) có giói hạn là số L (hay v n dần tói L) nếu lim (v n -LJ =0. 

Kí hiệu: limv n = L hay v n —»L 

Ngoài ra ta cũng có thêm định nghĩa như sau (Ngôn ngữ s): 

|limv n =L<^> Vs>Q,3n 0 eN,Vn>n 0 =>|v n -L|<e| 

4. Một sô định lí 

* Định lí 1: Giả sử lim u n = L. Khi đó 

• lim|u n I = |l| và lim^ũ^" =-\/l 

• Nếu u n > 0 vói mọi n thì L > 0 và = yjh 

* Định lí 2: Giả sử limu n = L và lim v n = M 5* 0, c là một hằng số. Ta có: 

limíu + v ì = a±b; limícu ì = cL; limu.v = limu.limv lim —= ——— = —; 

\n nj \ nj n n n n limv ^ b 

5. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 

■ Cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân vô hạn và có công bội q thoã mãn |q| < 1 

■ Công thức tính tổng cấp số nhân lùi vô hạn: s = Uj + u 2 +....+ u n + ...= -—— 

6. Dãy có giới hạn +00 

Định nghĩa: Ta nói dãy số (u n ) có giói hạn +00 , nếu với mỗi số dương tùy ý cho trước, mọi số hạng của 
dãy SỐ, kể từ số hạng nào đó trở đi, dêu lớn hơn số dương đó. 
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Kí hiệu: limu n =+00 hay u n —>+00 

Ịhmu n = +00 <=> VM > Q,3n 0 e N, Vn > n Q => u n > m| 

7. Dãy có giới hạn -00 

Định nghĩa: Ta nói dãy số (u n ) có giói hạn -00 , nếu vói mỗi số âm tùy ý cho trước, mọi số hạng của 
dãy SỐ, kể từ số hạng nào đó trở đi, đều nhỏ hơn số dương đó. 

Kí hiệu: Iimu n =-00 hoặc u n ->-00 

Ịũmu n =-ooc^> VM>Q,3n 0 6 N,Vn >n Q =>u n <~m| 

Chú ý: Các dãy số có giói hạn +00 và ^0 được gọi chung là dãy số có giói hạn vô cực hay dân đến vô 
cực 

8. Một vài quy tắc tính giới hạn vô cực 

u 

a) Nếu limu = a và lim V = ±co thì lim — = 0 

V n 

. v ^ . u 

b) Nêu limu = a > 0 và lim V = 0 và v > 0 với mọi n thì lim — = +00 

' 1 |( v n 

Tương tự ta lập luận các trường hợp còn lại 

c) Nêu iimu n = +CO và lim V n - a > 0 thì limu n v n = +00 
Tương tự ta lập luận các trường hợp còn lại 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 

Dạng 1. Sử dụng định nghĩa tìm giới hạn 0 của dãy sô' 

Phương pháp: limu n = 0 khi và chỉ khi I Un I có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ số hạng nào đó 
trở đi. 

Ví dụ 1. Biết dãy số (Un) thoã mãn |u n I < —Ậ vói mọi n. Chứng minh rằng limu n = 0 
n 2 

Giải 

ni( . _ n + 1 
Đặt v„ = — . 

n n 2 

Ta có limv n = lim - 0. Do đó, |v n |có thể nhỏ hơn một số dương tùy ý kể từ một số hạng nào đó trở đi (1) 

Mặt khác, theo giả thiết ta có ju n I < v n < |v n I (2) 

Từ (1) và (2) suy ra |u n | có the nhỏ hơn một số dương tùy ý kể từ một số hạng 
nào đó trở đi, nghĩa là limu n =0 

Ví dụ 2. Biết rằng dãy số (Un) có giói hạn là 0. Giải thích vì sao dãy số (Vn) với Vn= I Un I cũng có giói hạn là 
0. Chiều ngược lại có đúng không? 

Hướng dẫn 

Vì (u n ) có giới hạn là 0 nên |u n | có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ số hạng 
nào đó trở đi. 

Mặt khác, |v n | = ||u n || = |u n |. Do đó, |v n | cũng có thể nhỏ hơn một sô" dương bé tùy ý, kể 
từ một sô" hạng nào đó trở đi. Vậy (u n ) có thể nhoe hơn một sô" dương bé tùy ý, kể từ một sô" 
hạng nào đó trở đi. Vậy (v n ) cũng có giới hạn là 0. 

(Chứng minh tương tự, ta có chiều ngược lại cũng đúng). 

Ví dụ 3. Vi sao dãy (u n ) vói u n = (-l) không thể có giói hạn là 0 khi n —> +00 ? 
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Ví dụ 4. Sử dụng đỉnh nghĩa chúng minh rằng lim smn = 0 

n 

Hướng dẫn 

Ta có 

|u n -ỡ| = p^ < —<8<=>n>-,n n eN. Khi đó: 

1 1 I n I n 8 

Vs>0,3n 0 eN: Vn>n 0 =>|u n -0|<e. Vậy :limu n =0 

Dạng 2. Sử dụng định lí để tìm giới hạn 0 của dãy sô' 

Phương pháp: Ta dụng định lí 1 và 2 và một số giói hạn thường gặp 


©lim-ỉ= = 0 ; lim-!- = 0 với k nguyên dương 
n n k 

©limq n =0 nếu q <1 

Ví dụ 1. 

a) Cho hai dãy số (u n ) và (v n ). Chứng minh rằng nếu limv n = 0 và |u n | < v n vói mọi n thì limu n = 0 

b) Áp dụng kết quả câu a) để tính giói hạn của các dãy số có số hạng tổng quát như sau: 


, _ 1 

a) u = — 
n! 

d)u n =(0,99) n cosn 
Ví dụ 2. Tinh giói hạn sau: 


bK-±2- 

2n-l 

e) u n = 5 n - cos A Jnn 


c) u n m 


2 - n(-l) 
1 + 2n 2 


a) lim 


^n+l_ 


b)lim 


5 n +1 


c)lim 


4.3 n + 7 n+1 . 
2.5 n + 7 n 


3 +2 5-1 

Hướng dẫn và đáp số: Sử dụng công thức limq 11 = 0,|q| <1 
a) 3 b)l c)7 


d)lin 


(- 2 ) n+3J 

(-2)"* 1 +3 n+1 


d) 3 


Dạng 3. sử dụng định nghĩa tìm giới hạn hữu hạn 
Phương pháp: lún v n =a«> lim ív n -a) = 0 

n—H-co n—H-co v ' 

Ví dụ 1. Sử dụng định nghĩa chứng minh lim ~^ n + 2 = 3 

n +1 

Hướng dẫn 

|u„ -3| = —-—< —<8«-n>-; chọn n„ >-,n„ eN. Khi đổ: 

3: n + 1'n . 8 ‘ 8 0 

Ve>0,3n 0 e N: Vn > n Q => |u n — 3| < e. Vậy :limu n =3 

Ví dụ 2. Sử dụng định nghĩa chiíng minh lim 1 + 

l n 

3n + 2 


Ví dụ 3. Cho dãy (Un) xác định bởi: u n = : 


n +1 


a) Tìm SỐ n sao cho u - 3 < 


1 
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b) Khin>999»|u n -3|<—Ị--0 3-—Ị-< 
1 n 1 1000 1000 

BTTT: Cho dãy (Un) xác định bởi: u n = — + 1 


—í—^2,999 <u n <3,001 
1000 


a) Tìm số n sao cho |u„ - 2Ì < — 

1 n 1 100 


100 


b) Chứng minh rằng với mọi n > 2007 thì các số hạng của dãy (Un) đều nằm trong khoảng 
(1,998A001). 

Dạng 4. Sử dụng các giới hạn đặc biệt và các định lý để giải cấc bài toán tìm giới hạn 
dãy. 

Phương pháp 

A A 

■ Ta thường sử dụng: lim — = 0 <=> lim v n = 00 ; lim — = 00 lim v n = 0 

■ Nếu biểu thức có dạng phân thức tử số và mẫu số chứa luỹ thừa của n thì chia tử và mẫu cho 
n k vói k là mũ cao nhất bậc ở mẫu. 

■ Nếu biêu thức chứa căn thức cân nhân một lượng liên hiệp để đưa về dạng cơ bản. 


A - B lượng liên hiệp là: A + B 
yỈA - B lượng liên hiệp là: \fX + B 
\Ị A \/b lượng liên hiệp là: 4Ã+sJb 



lượng liên hiệp là: A + B 


Ví dụ 1. Tính lim 


3n 3 - 5n 2 +1 


2n 3 +6n 2 +4n + 5 


Giải 


.. 3n 3 -5n 2 +1 

l im —--—- 

2n 3 +6n 2 +4n + 5 



Ví dụ 2. Tính l im 



l-3n 2 


Giải 
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Giải 


lim yn 2 +7 -yn 2 +5 = lim- 


>/n 2 +7 +Vn 2 +5 
Ví dụ 4. Tính limỊVn 2 + 3n -•\/n 2 *j 


7 +\Ịn 2 + 5 


limíVn 2 +3n-\/n 2 ~l = lim , ~ jn -= = lim , = -= ^ 

^ n + 1 


BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Bài 1. Tính các giói hạn sau: 
4n 2 -n-l 

a)lim— 1 -—— b)lin 

3 + 2n 2 

Tổng quát: Tính giới hạn: lim 


n-n -1 

2n 3 +5 
a n n m + a,n' 


c) lim 
+ ... + a m ,n + a m 


Hướng Dẫn: 


1Q11 1 d jii T '" Ta m-l liTa 

b 0 n p +b 1 n p - 1 +... + b p _ 1 n + b ] 


Tính giới hạn sau: 

2n 4 - n 2 +1 


Xétp = m 

Xétn > p .Chia cả tử và mẫu cho n p ,p là bậc cao nhất ở mẫu 
Xétncp 


(2n + l)(3-n)Ịn 2 +2Ị 

Đáp số: a) 2 b)0 

Bài 2. Tính các giói hạn: 
^2n 4 + n 2 -7_ 


e) lim 


l-4n 5 
c) + 00 d) -1 

ự3n 2 +l-ựn 2 -l 


„,27 
e 4 


v3n 2 +14 + n 


a)lim — —-—; b)lim---——-; c) lim --——T-; 

2n 2 - n + 3 n n^+oo I _ 2n 2 

xE I- _ 

Đáp số: a ) 2 b)^3-l c)0 d)lẸ 

Bài 4. Tính các giói hạn sau: 

a)limỊVn + l -\/n"j b)limỊVn 2 +3n - n + 2^ c) limỊ^n 3 -2n 2 -nj 

d)limí-\/n 2 +n -nì e)lim-^ ^ = 2n jJ. f)limní-\/n 2 +1 -•'/n 2 -2*1 

y _ ' Vn 2 +2n-n ^ ' 

g) lim í vn-n 3 + n + 2 Ị 


d)lim| 

g) limị^n-m’ + n + 2 

Hướng dẫn và đáp số: Nhân lượng liên hiệp 
7 


c) -| 


e)l 


g )3 


v2n 3 +n 


Dạng 5. Sử dụng công thức tính tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn, tìm giới hạn, biểu 
thị một sô'thập phân vô hạn tùân hoàn thành phân sô' 

Phương pháp: cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân vô hạn và có công bội là I q I <1. 

> Tổng các SỐ hạng của một cấp số nhân lùi vô hạn (Un) 
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u, 

s = u, +U-, + ... + u +... = —*— 

12 n 1 -q 

> Mọi số thập phân đều được biểu diễn dưới dạng luỹ thừa của 10 

X = N,a,a 9 a v ..a ... = N + ^ + —^- + -^- + ... + ——f... 

1 2 3 n 10 10 2 10 3 10 n 

I. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Viết số thập phân m=0,030303...( chu kỳ 03) dưới dạng số hữu tỉ. 

Giải 


, 3 3 

n — 3 + —— + _ 4 

100 10000 


100 n 


3 

100 

1--Ị- 

100 


=3+ 2_ =3+ _UM 

99 33 33 


Ví dụ 2. Tính tổng S = 2-yJĨ + l—ị= + ~.. 

v2 2 


Xét dãy: 2,-^2 ,1 ,— 7 =,... là cấp số nhân q =- ^— = —-j=;|q| = -Ị=<l 

'lĩ (Jĩ) 'lĩ" s 

Vậy S = -!— = ^- = A-2-JĨ 

1 + 4 ^ + 1 
■12 


II. Bài tập rèn luyên 

Bài 1. Hãy viết số thập phân vô hạn tuần hoàn sau dưới dạng một phân số. a = 34,1212... (chu kỳ 12). 

Hướng dẫn và đáp số 


0 = 34,1212... = 34 + 


12 12 
100 + 100 2 + 


1 

... + -^- = 34 + 12 1Q Q 

100 n !_L 

l 100 J 


1134 

33 


Bài 2. Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn: 


a)S = l + ị + -^- + . 
4 16 



14 

Hướng dan :a) q = - ị ; s = - 


uxc _v/2+l ,11 
b) S = -ịỊ— 4 -——-= + -j=+... 
42-1 2-42 42 

b) q = ; s = 4 + 3*JĨ 


Bài 3. Tim số hạng tổng quát của cấp số nhân lùi vô hạn có tổng s=3 và công bội q = ^ 


Đáp số: Cấp số nhân lùi vô hạn đó là: 1; 



Bài 4. Tìm cấp số nhân lùi vô hạn, biết tổng s=6. Tìm hai số hạng đầu Uj 4- u 2 


= 4 
2 
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u, 

s = -—1—= 6 

Hướng dẫn: ị 1- 9 

k +u ii =4 ~ 


u,=6(l-q) 1 


Bài 5. Giải phưcmg trình sau: 2x +1 + X 2 - X 3 + X 4 - X 5 +... + (-l) n x n +... = — với |x| < 1 

Hướng dẫn: Dãy số x 2 ,-x 3 ,x 4 ,-x 5 ,...,í-lì n x n ... là một cấp số nhân vói công bội q = —X. 

_ 1 7 

ĐS: x = 4;x = -ị 
2 9 

Bài 6. 

a) Tính tổng s = 1 + 0,9 + (o,9) 2 +(0,9) 3 +.... + (0,9) n_1 +... 

b) Cho 0<a<^. Tính tổng s = l-tana + tan 2 a-tan 3 a + ... 

c) Viết SỐ thập phân vô hạn tuần hoàn sau dưới dạng phân số hữu tỉ 

a = 0,272727. b = 0,999999999. 

d) Cho dãy Ịb n Ị = sina + sin 2 a + sin 3 a +... + sin” a vói a^^ + kn . Tìm giói hạn dãy bn. 

Hướng dẫn: 


b) s = —-- 

1 + tana 

- , 2 , 7 , 2 7 

a = 0 + f- + —— + —- + 

10 10 2 10 3 10 4 1 ^ 

= 4 + A + ... + 2 + + 7 + 7 + _ =2 ^_ +7 _à_ = i 

10 10 3 10 2n_1 10 2 10 4 1 _1 ,_1 11 


b-»-L--1 
10 1-1 
10 


c) Cấp số nhân lùi vô hạn 

n số hạng 

Di;n TV , a + aa + ...+ aaa...a 

Bài 9. Tính lim-—- 

n-*» I0 n 

Hướng dẫn: Ta có 


,, , sina 

d) limb = ——^— 
n 1-sina 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


n số hạng 

a + aa + ...+ aaa..a =a 


10 


n số hạng Ị 

1 + 11 + ...+ 111..1 =a 


10 n -lj-9n 


10-1 100-1 
9 9 


Vậy lim 


a + aa + ...+ aaa..a lOaí 10“-l-9n ì lOa 


10 n -l l 

9 J 


Dạng 6. Tìm giới hạn vô cùng của một dãy bằng định nghĩa 

Phương pháp 

■ limu n = +00 khi và chi khi Un có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào 
đó trở đi. 

■ lim u n = —00 <=> lim(-u n ) = +00 

Ví dụ 1. Dùng định nghĩa giới hạn của dãy số. Chứng minh: 

a)lim n +2 =+00 b)lim a/i -n 3 =-00 

n + 1 

Hướng dẫn: 

a) Lấy số dương M lớn tùy ý. 

u = n + 2 > ——Ậ = n- l>M<=>n>M + l; 
n+1 n+1 

Ĩ1^ + 2 

Chọnn n >M + l,n n e N. Khiđó:Vn>n n =>n>M + l=>u = ——— >M.Vậy limu =+00 
0 Q 0 0 n n+1 

b) Tacó: 1-n 3 = (l-n)(n 2 + n+ 1) < 1-n; Vn e N 
Lấy s ố dươn g M lơn tù y ý. 

u n =sỊỉ-ĩ^ <^/l-n 3 <-Mon>M 3 +l;chọ nn Q >M 3 +l,n Q 6N. 

Khi đó: Vn > n Q =>n >M 3 + l=>u n @% - n 3 < -M. Vậy :limu n = -00 

Ví dụ 2. Cho dãy (Un) thoả mãn u n > \fũ vói mọi n. Chứng minh rằng limu n =+00 

Giải 

lim \fn = +00 vì vậy yfã lớn hơnmột sô" dương bất kì kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. mặt khác u n > \fr\ nên u n lớn hơn một số dương bất kì kể 
từ một số hạng nào đó. 

Vậy lim u n - +00 

Ví dụ 3. Biết dãy số (Un) thoã mãn u n > n 2 vói mọi n. Chứng minh rằng limu n =+00 

Giải 

Vì limn 2 = +CO nên n 2 có thể lớn hơn một số dương tùy ý, kể từ số hạng nào đó trở đi 
Mặt khác, theo giả thiết u n > n 2 với mọi n, nên u n cũng có thể lớn hơn một số dương tùy 
ý, kể từ số hạng nào đó trở đi. Vậy limu n =+ 00 . 

Ví dụ 4. Cho biết limu n =-00 và v n < u n với mọi n. Có kết luận gì về giói hạn Vn. 

Hướng dẫn 

limu n = -00 <=> lim(-u n ) = +00 => -V n > -u n => lim(-v n ) = +00 
Vậy ìimv n = -00 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Ví dụ 5. Cho dãy số (Un) hội tụ, dãy (Vn) không hội tụ. Có kết luận gì về sự hội tụ của dãy (u n ± v n)- 
Hướng dẫn: Kết luận dãy (u n ± v n ) không hội tụ 
Thật vậy: 

Xét dãy (u n ± v n ), giả sử nó hội tụ nghĩa là lim(u n + v n ) = a và limu n = b. 

Khi đó lhnu n + limv n = a 
Vậy limv n -a - limu n 
Vì limu n - b => limy n = a - b 
Vậy(v n ) là hội tụ, điểu này không đúng. 

Vậy day (u n + v n ) không hội tụ. 

Ví dụ 6. 

a) Cho hai dãy (Un) và (Vn). Biết limu n = -00 và v n < u n với mọi n. 

Có kết luận gì về giới hạn của dãy (v n ) khi n —» + 00 ? 

b) Tìm limv n với v n = -n! 

Hướng dẫn 

a) Vì limu n =-00 nn lim(-u n ) = +oo. Do đó, (Un) có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, kể từ một số 

hạng nào đó trở đi. (1) 

Mặt khác, vì v n < u n với mọi n nên (-v n ) > (-u n )với mọi n. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra (-Vn) có thể lớn hơn một số dương lớn tuỳ ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Do 
đó, lim(-v n ) = +00 hay limv n = - 00 , 

b) Xét dãy số (Un)=-n. 

Ta có: -n!<—n hay v n < u n với mọin. Mặt khác limu n = lim(-n) =- 00 . Từ kết quả câu a) suy ra 
limv n = lim(-n!) = -00 


Dạng 7 . Tìm giới hạn của một dãy hằng cách sử dụng định lý, quy tắc tìm giới hạn vô 
cực 

Phương pháp 

Ví dụ 1. Tìm các giói hạn của các dãy số (u n ) vói 

a)u n =-n 8 -50n + ll; b)u n =\Ịỉ09n 2 -n 3 ; c)u n =-\/ĨÕ5n^3n + 27 ; d)u n = *\/8n 3 +n 2 -2 
Đáp số: a)-oo; b)-oo; c) + oo; d) + 00 


Ví dụ 2. Tìm các giói hạn của các dãy số (u n ) vói 


a)u n 


3n-n 3 
2n + 19 ; 


.. ^[ĩn^-n* + 7 

b)u =——=--; 

3n + 5 


2n 2 — 15n + ll 

c ) u n - - ; 

v3n 2 - n + 3 


d)u n = 


(2n + l)(l-3n) 
\Ịn 3 + 7n 2 - 5 


Đáp số: a)-oo; 


b) + oo; 


d) -00 


Ví dụ 3: Tính các giới hạn 
1 


a)lim- 


Vn 2 +2 -Vn 2 +4 


; b) limỊV2n 2 + 3 - \Ịn 2 +1J 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Ví dụ 4: Tính các giói hạn 

a)lim(3.2 n -5 n+1 +lo); b) lim 311 ~ n ; c)lim 2n 1 ~ 3 f * 3 

v ' l + 7.2 n 3.2 n +7.4 n 

Đáp số: a) - 00 ; b) + 00 ; c) - 00 ; 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

MỘT SỐ DẠNG TOÁN NÂNG CAO {Tham khảo} 

Dạng 1. Tính giới hạn của dãy số có quy luật 

Ví dụ 1 :Tính các giói hạn sau: 

1 + 2 + 3 + ... + n 


n%Ịỉ + 2 + 3 +... + n 

a) lim - , ' - 

n ->+00 n + n +1 


b) lim 


Hướng dẫn 


a) lim 


n n 1 + n 

nVl + 2 + 3 + ... + n .. V 1 2 J nvn 2 +n 1 

7 -= lim \ = lim 7 ' = -j= 

n +n + l n_>+0 ° n“+n + l n ^ +0 ° Ịn 2 + n + lj-\/2 y2 


Ví dụ 2. Tính các giới hạn sau 

1 + a + a 2 +...+ 


a) lim 


1 + b + b 2 +... + b' 


a) s = lim 1 a = 7 —- D) s = lim — ---= Im 

n-H-co 1 1 - a n^+oo 2n 2 + n +1 n “ H ' 

1-b 

Ví dụ 3. Tính giới hạn sau: lim ị — + — \ + —4 +... H- K -V 

& n-£coh.2.3 2.3.4 3.4.5 n(n + l)(n + 2) 

Hướng dẫn 

1 _l|~ 1 1 

ụng: k(k + l)(k + 2)"2[k(k7ĩ) _ (k + l)(k + 2) 

_L+_L_+ I 1 _ 1 1 1 

ạy: 1.2.3 + 2.3.4 + "‘ + n.(n + l)(n + 2) _ 2 2 (n + l)(n + 2) 

Vậy lim -4— + —4 - + —Ậ— + ...-1--r = lim 4 4“ 

n-^1.2.3 2.3.4 3.4.5 n(n + l)(n + 2)J n^»2ị2 

Ví dụ 4. Tính giói hạn limí l--r~ 11 1 -44 ]■■■ l-y-4-rt 

l 2 -y[ 3.4j [ (n + l)(n + 2) 

Hướng dẫn 


— với |a|<l,|b|<l; 


, ... n%/l + 3 + ... + 2n-l 

b) lim- —-- 

2n 2 + n +1 

Hướng dẫn 


n e _ Wl + 3 + ...+2n-l 

b) s = lim -——-= lim - 


'(l + 2n-l)n 


2n 2 + n +1 2 


)-JSÍ 

1 1 

2 (n + l)(n + 2) 

2 

1 

(„ + l)(„ + 2)J 



V4y ^( 1 -s)('-ả)“(^KĨX^))=3 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Bài tập áp dụng: Tính các giói hạn sau 
. ( 1 , 1 , 1 , 1 1 
V-^oự.3 3.5 5.7 (2n-l)(2n + l) J 

2.1 2 + 3.2 2 + ... + (n + l)n 2 

b) lim -ì-— 

c) »^í Ì7ĨTÊ + ~ĩĩầĩẸ + 4 <n 7D^+nựíTĩ) 

... .. (l , 3 , 5 , 2n-l) 

d ) lim 2- + f- + fr- + ... + ^4— 

n7>+=0^2 2 2 2 3 2 J 

Hướng dẫn và đáp số 


a)S — —— + — — + —— + ...+ 
n 1.3 3.5 _ 5.7 

_lj 1 1 '' 

= — 1---- nên 

21_ 2n + lJ 


1 


(2n - l)(2n +1) 2 

nên limS„ = Ạ 
2 


1 r, 1,1 1, , 1 1 1 

=4 1-242—24...+- 4 — 

2 3 3 5 ■ ' ■ 


2n-l 2n + lJ 


b)Ta có: S n = 2 . 1 2 + 3 . 2 2 +... + (n + l)n 2 = (l + l)l 2 + (2 + l) 2 2 +... + (n + l)n : 

r / . -.2 v 


= 1 3 +2 3 + ... + n 3 +1 2 +2 2 + .... +n 2 = 


n(n + l) 
2 


+ l)(2n + l) 


n 2 (n + l) 2 n(n + l)(2n + l) 1 
4n 4 6n 4 4 

1 (n + lj%/n-n^n + 1 ị 1 

(n + ỉ)sỊn + n4ã+ĩ (n + l) 2 n-n 2 (n + l) >/ã ^/n+ĩ 

1 ' Ị | 4 1 

’ n 2Ậ + sẸ 3\Ị2+2^3 [n + l)yfn+n^fã+ì 

, 11 1 ,1 1 ' 1 „ _ , 

-4= + *==--=: + ... + -==-- 4 => lim s - 1 

\Ì2 sl2 n/3 s]n yn +1 4 + 1 


c)Ta có: 

s. 


= 1 - 


-44 
2 n 2 


2 2 2 2? 


ì + + í^zi 

2n - 3^1 

U 2 2 2 J 

C <N 

J 1 2 n 

2 n J 


1 . 1.1 

- — + — H-— ■ 

2 2 2 2 


2 n-l 


1 - 


2 n ' 


2 = 2 - + !- — 
2 2 n ~ 


0 1 1 , 1 2n -1 0 „ 1 2n 1 

Suy ra: 4 = -4l ——— —4—0 S n =3 ——— 

2 2 2 n_2 2 n+1 2 n_3 2 n 2 n 

. —.Mà lim -^- = 0=> lim — = 0 

n — 1 n-M-x n — 1 n —>+°0 2 n 


Mặt khác: 

Vậy lim S n =3 


n 1 n 

"[M - 


13 






























Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Dạng 2. Dùng nguyên lí kẹp 
Phương pháp 

Cho ba dãy số (Un), (Vn) và (Wn). Nếu 

u n < v n < w n với mọi n 

Và limu n =limw n =L(Le®) thìlimv n =L 

Ví dụ mẫu. Tính .... + —^— . 



Giải 


Ta thấy: 

12. n 

, 7 + ' , +....+- 

n +1 n + 2 n + 


n 2 +n 


l + 2 + ... + n 1 


n 2 +n 2 


I 11 


BÀI TẬP RÈN LUYÊN 

Bài 1. Tính giói hạn của các giói hạn sau: 




c) l im 


n—>+co 3n+4 


n + sin n 


Hướng dẫn và đáp số 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


•UHỈÍ- 


Vn e N*.Đs: 0 




Dạng 3. Chứng minh một dãy sô có giới hạn 
Phương pháp 

1. Áp dụng định lý Vâyơstraxơ: 

• Nếu dãy số (Un) tăng và bị chặn trên thì nó có giói hạn. 

• Nếu dãy số (Un) giảm và bị chặn dưới thì nó có giói hạn. 

2. Chứng minh một dãy số tăng và bị chặn trên ( dãy số tăng và bị chặn dưới) bởi số M ta thực 
hiện: Tính một vài số hạng đầu tiên của dãy và quan sát mối liên hệ để dự đoán chiều tăng 
(chiều giảm) và số M. 

3. Tính giới hạn của dãy số ta thực hiện theo một trong hai phương pháp sau: 

* Phương pháp 1: 

> Đặt limu n = a 

> Từ limu n+1 = limf(u n ) ta được một phương trình theo ẩn a. 

> Giải phương trình tìm nghiệm a và giói hạn của dãy (Un) là một trong các nghiệm của 
phương rình. Nếu phương trình có nghiệm duy nhất thì đó chính là giói hạn cảu dãy cần 
tìm. còn nếu phương trình có nhiều hơn một nghiệm thì dựa vào tính chất của dãy số để 
loại nghiệm. 

> Chú ý: Giói hạn của dãy số nếu có là duy nhất. 

* Phương pháp 2: 

> Tìm công thức tổng quát Un của dãy số bằng cách dự đoán./ 

> Chúng minh công thức tổng quát Un bằng phương pháp quy nạp toán học. 

> Tính giói hạn của dãy thông qua công thức tổng quát đó. 

I. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Chúng minh dãy (Un) bởi công thức truy hôi 1 v r - .. 

6 [u n+1 =ự2 + u n với n > 1 


Chứng minh dãy có giói hạn, tìm giói hạn đó. 

Giải 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Ta có: Uj = yjĩ và u n+1 = ^2 + u n ,u n >0 với VneN 


❖ Ta chứng minh: u n < 2 với VneN (1) 

Với n=l, ta có Uj = ^Ịĩ<2 thì (1) đúng 

Giả sử bất bất đẳng thức đúng với n=k thì u k < 2. 

Vậyu n <2,VneN 

❖ Chứng minh dãy (Un) tăng: 

Xét u n+1 > u n <=> Al + u n > u n Cí> u 2 - u n - 2 < 0 <^> -1 < u n < 2 
Mà 0 < u n < 2 nên u n+1 > u n . Vậy (u n ) la dãy tăng (2) 

Từ (1) và (2) suy ra (u n ) có giới hạn. 


❖ Đặt lim u n = athì 0<a<2 


Ta có: 

U n+1 Ị* a/ 2 + u n => lim u n+1 = lim ^2 + u n 

=> a = ^2 + a => a 2 -a-2 = 0=>a = -lhoặc a=2 
Vìu n >0nên lim u n =a>0.Vậy lim u n =2 
Lưu ý: Trong lời giải trên, ta đã áp dụng tính chất sau: 

" Neu lim u n = a thì lim u n+1 =a" 

n—H-co n—>+00 

h= 2 

Ví dụ 2. Cho dãy (Un) bởi công thức truy hồi ị n _ 9 _ J_ • 

r +l “ Un 

Chúng mữih rằng dãy số (Un) có giói hạn và tìm giói hạn đó. 

Giải 


Ta có : 


u, =2;u, =2-- = — = —Ị— ;Uo =- = —Ị—;u 4 = -.Từđó ta dự đoán: u n (1) 

2 . , t 2 2 1 ' 3 3 3 4 4 n n 

Chứng minh dự đoán trên bằng quy nạp: 

-Với n=l, ta có: Uj -2 (đúng) 

, k +1 

-Giả sử đẳng thức (1) đúng với n=k (k > 1), nghĩa là u. = — 7 —. 

k 


-Vậy u„ = - ,Vn e h 
n n + 1 


BTTT. Cho dãy (Un) bởi công thức truy hồi 


u « = ——— nếu n > 1 
2 -u 


Chúng minh rằng dãy số (Un) có giói hạn và tìm giói hạn đó. 

Hướng dẫn: limu n = l im n 1 = ị 

Ví dụ 3. Chứng minh dãy (Un) được cho bởi công thức u n = sinn;n eN*. Chúng minh dãy không có giói 
hạn. 

Hướng dẫn 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


Giả sử lim u = lim sinn - a. Kh i đó l im sin(n + 2Ì = a=> lim sin(n + 2)-sinn =0 

n—H-00 n^H -00 n-^H-00 ' ' n—H-00 L V / J 

•»2 lim cosln + llsinl = 0=> lim cosín + l) = 0=> lim cosn = 0 
mặt khác: cos(n + l) = cosncosl-sinnsinl,Suy ra lim sinn = 0 
Suy ra: lim (cos 2 n + sin 2 n) = 0, vô lý 
Vậy dãy sô (u n ) với u n = sinn không có giới hạn. 

II. Bài tập rèn luyện 


Bài 1. Chúng minh dãy (Un) với u n = 2 + ^2 + ... + ^2 + ^2 là dãy hội tụ. 


n dâucăn 


Hướng dẫn 

❖ Bước 1: Chứng minh dãy (Un) tăng 
♦> Bước 2: Chứng minh (Un) bị chặn trên 


Bài 2. Cho dãy truy hồi 



. Tìm giói hạn của dãy. 


Hướng dẫn và đáp số 


u, = 0 





bằng phương pháp quy nạp chứng minh u n = 1 - 



Bài 3. Cho dãy truy hồi 


Í Uj 

u n 


U| =2 


u n _ 1 + 1 . Chứng minh dãy (Un) có giói hạn, tìm giói hạn đó. 

2 (n “ 2) 

Hướng dẫn và đáp số 


Cách 1 


Dự đoán u 


2 n_1 +1 


lim u n m lim 



1 


2 n -1 


Cách 2 


> Chtíng minh dãy giảm và bị chặn dưới. 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

lim u n = a, tìm a 

3. “h 1 

> Giả sử lim u n = lim u J = a = —— <=> a = 1 

n-H-00 n-»+00 2 

lim u„ = 1 


Bài 4. 

a) Cho dãy truy hồi 


U 1 2 

u +1 . Chứrig minh dãy (Un) có giói hạn và tìm giới hạn đó. 

U n+1 = (n > 1) 


b) Cho dãy (Un) xác định bởi: ị / \ 1 Chứng minh dãy (Un) có giói hạn và tìm 

Ịu„ + i( 1 -u n )>^ (n>l) 

giới hạn đó. 

Hướng dẫn và đáp số 

b) * Chứng mi nh (u n ) là dãy tăng và bị chặn trên 
Ta có: 0<u n <l,neN 
Áp dụng bất đẳng thức cauchy 

u n + l + ( 1 - U n) ằ2 V U n + l( 1 - U n) ằ2 ^Ị= 1 => u n + l> U i,> IleN * 

Vậy (u n ) là dãy tăng và bị chặn trên thì (u n ) thì dãy có giới hạn 

* Đặt lũn u n -a,a>0 

Tacó:u n+1 (l-uJ>^ n hmJu n+1 (l-u n )]>i»a(l-a)>i^a-^| <0^a = i 
Vậy lim u n “ 2 

1 f 2 ì » 

Bài 5. Cho dãy (Un) xác định bởi u n+1 = 2 1 u n + —J và Uj > 0 

a) Chứng minh rằng u n > \Ịl với mọi n > 2 

b) Chúng minh dãy (Un) có giói hạn và tìm giói hạn đó. 

Hướng dẫn và đáp số 

1 í 2) * 

a) Ta có: Uj >0,u n+1 “ 2 u n + — =>Un 
Áp dụng bất đẳng thứ c Cố si : 

u n+1 =^Ịu n + —J>^|u n .— = \fĩ,Vn > l,neo N 
Suy ra u n > ^,Vn>2,neN 

b) Ta có: u n > \fĩ,n >2,n eN nên (u n Ị là dãy bị chặn dưới 

Xétu,, — u =4Íu„ + —1-u = —(l-^ L ì<0,Vn>2,neNnên u <u -VneN* 

n+1 n A n *n)^ *n{ 2 j n+1 n 

* Đặt lim u n =a,a>-\/2.Ta có: 

u “' = !("" + ^ u " +l = + c) ^ a = ẵ a + a) ^ a2 = 20 1 ^ 

Vậy lim U n =í y/ĩ 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Bài 6. Chứng minh dãy (Un) được cho bởi công thức u n = cosn;ne N*. Chứng minh dãy không có giói 
hạn. 

Hướng dẫn 

Giả sử lim u n = lim cosn = a=> lim cos(n + 2) = a=> lim cos(n+ 2 )-cosn =0 

n-H-00 " n^+00 n-H-00 . ' . ' n-»+oo L ' ' -1 

<z>-2 lim sin(n + l)sinl = 0=> lim sin(n + l) = 0=> lim sinn = 0 
mặt khác: sin(n + l) = sinncosl + cosnsinl,Suy ra lim cosn = 0 
Suy ra: lim 1 cos 2 n + sin 2 n) = 0, vô lý 
Vậy dãy sô (u n ) với u n = cosn không có giới hạn. 


Bài 7. Chứng minh các dãy sau hội tụ: 

., 1.1 , 1 „ 

a) a =1 + ^- + —+ ... + --;neN 

2 2 3 2 n 2 

, , 1 , 1 

b) a =1 + —- + neN 

2 2 3 3 n n 


Hướng dẫn 

a) Ta thấy 

Dãy a = 1+^-+^-+ ... + —-là dãy tăng, ta chỉ cần chứng minh dãy bị chặn. 
2 2 3 2 n 2 

, 11 . . 1 , 1.1 . 1 „ 1 

2 2 _ 3 2 n 2 1.2 2.3 (n-l)n n 
Vậy dãy hội tụ. 


b) 

Dãy a, =1+^-+ 4r+ ...♦—là dãy tăng, ta chỉ cần chứng minh dãy bị chặn. 
2 2 3 3 n" 

, 1 . 1 . . 1 , 1 , 1 , 1 „ 

a=l + ^- + Cr+ ... + —-<1 + -- + -<2 

0 - o3 n n.2 a 2 2 

2 3 n‘ 2 3 n 

Vậy dãy bị chặn trên nên hội tụ. 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

BÀI 2. GIỚI HẠN HÀM số 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Giới hạn hàm sô tại một điểm 

a) Giới hạn hữu hạn 

Định nghĩa: Cho khoảng K chứa điểm xo và hàm số y=f(x) xác định trên K hoặc trên K \ {x 0 }. 

Ta nói hàm số y=f(x) có giói hạn là số L khi X dần đến xo nếu với dãy số (Xn) bất kì, 
x n eK\Ịx 0 } và x n —»x 0 ,tacó f(x n ) —»L. 

Kí hiệu: lim f(x) = L hay f(x) —»L khix —» x 0 

x -«0 

lim f(x) = L<^>V(x n ),x n eK\{x 0 Ị,limx n = X Q =>limf(x n ) = L 
x ~> x 0 ___ 

b) Giới hạn vô cực 

Các định nghĩa về giói hạn +00 (hoặc - 00 ) của hàm số được phát biêu tương tự các định ở trên 
Chẳng hạn, giói hạn -00 của hàm số y=f(x) khi X dân đến dương vô vực được định nghĩa như sau: 

Định nghĩa: Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng Ịa;+oo). 

Ta nói hàm số y=f(x) có giới hạn là -00 khi X —»+00 nếu với mọi dãy số (x n ) bất kì, 
x n >a và x n —»+ 00 , tacó: f(x n )—>- 00 . Kí hiệu: lim f(x) = -00 hay f(x )-»-00 khi X —»+00 

li m f(x) = -00 V(x n ),x n >a,limx n =+ 00 =>limf(x n ) =-00 

|x-H -00 ___I 

Nhận xét: lim f(x) = +G 0 <» lim f(-x) = -00 

x-»+00 x-»+oo 

* Các giới hạn đặc biệt: 


1. lim c = c 

2. lim \Ịx = +00 

3. lim x k = 1^°° 


c _. . 

lim — = 0 với c là hằng số 

x-»±oo X 


nếu k nguyên dương 
nếu k nguyên âm 
nếu k chẵn 
nếu k lẻ 


2. Giới hạn hàm số tại vô cực 


Định nghĩa 

■ Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng (a;+oo). Ta nói hàm số y=f(x) có giói hạn là số L khi khi 
X —»+00 nếu với mọi dãy số (Xn) bất kì, x n > a và x n —»+00 ta có: f(x n ) —»L. 


Kí hiệu: lim f(x) = L hay f(x)—»Lkhix —»+00 


I lim f(x) = L<=>y(x n ),x n >a, lim x n =+ 00 =» lim f(x n )=L| 

■ Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng (-oo;a) . Ta nói hàm số y=f(x) có giói hạn là số L khi khi 
X -»-00 nếu vói mọi dãy số (Xn) bất kì, x n < a và x n —» -00 ta có: f(x n ) —» L. 

Kí hiệu: lim f(x) = L hay f(x)—»Lkhix —»-00 

I lim f(x) = L<»V(x ),x <a, lim X =+ 00 => lim f(x ) = l| 

3. Một số định lí về giới hạn hữu hạn 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Định lý 1: 

Giải sử lim f(x) = L và lim g(x) = M.Khi đó: 

r„ x_>x ° . .-1 _ x_>x 0 

* lim rf(x)±g(x)] = L±M 

* lim [f(x).g(x)J = L.M 



Định lý 2: Giải sử lim f(x) = L và lim g(x) = M.Khi đó: 

X—>Xq X—:►Xq 

a) lim |f(x)| = |l| 

x^x 0 ' 1 1 1 

b) lim ựf(x) - \Ịl 

x->xq _ 

c) Nếuf(x) > 0 và lim f(x) = L thì :L > 0 và lim yjf(x) = xỊl 

, , x_>x 0 x ^ x 0 . 

(Dấu của f(x) được xác định trên khoảng đang tìm giới hạn, với X + x () ) 

4. Giới hạn một bên 

Định nghĩal: Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng (xo;b). Số L được gọi là giói hạn bên phải của hàm 
số y=f(x) khi X —> X Q nếu vói dãy số (Xn) bất kì, x 0 <x n <b và x n — >x 0 ta có: f(x n )—»L. Kí hiệu: 
lim f(x) = L 
x_>x 0 

lim f(x) = L <=> v(x n ),x 0 <x n <b,limx n =X Q =í>limf(x n ) = L 
x ~> x 0 _ 

Định nghĩa 2: Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng (a;xo). Số L được gọi là giói hạn bên trái của hàm 
số y=f(x) khi X— »x 0 nếu vói dãy số (Xn) bất kì, a<x n <x 0 và x n — »x 0 ta có: f(x n )—>L. Kí hiệu: 
Um f(x) = L 

x_>x õ 

Um f(x) = L<=> v(x n ),a<x n <x 0 ,limx n = X Q =>Umf(x n ) = L 

x ~> x õ _ 

Nhận xét: Um f(x) = L<=> Um f(x)= Um f(x) = L 

x->x 0 X^Xq X->x£ 

5. Giới hạn vô cực 

Các định nghĩa Um f(x) = +oo; Um f(x) = -oo; Um f(x) = +oo; Um f(x) = -oo; được phát biểu tương tự 

X->Xq x-«õ X->Xq x “«0 

định nghĩa 1 và định nghĩa 2. 

Định lý: Nếu Um |f(x)| = +00 thì Um —= 0 

x^x 0 ' X—>XQ f (x) 

6. Các quy tắc tính giới hạn vô cực 

a) Quy tắc tìm giới hạn của tích f(x).g(x) 

Nếu Um f(x) = L + 0 và Um g(x)= +ooí hoặc- co) thì Um f(x)g(x) được tính theo quy tắc trong bảng 
x >x 0 x >x 0 x >x 0 


Um f(x) 

Um g(x) 

Um f(x).g(x) 

x_>x 0 

x_>x 0 


L>0 

+00 

+00 


21 















Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 



—00 

—00 

L<0 

400 

—00 

-00 

+ 00 


' f (x) 

b) Quy tăc tìm giới hạn của tích f 

g(x) 


lim f(x) 

Mx 0 

lim g(x) 

Mx 0 

Dấu của g(x) 

r f(x) 
lim 

x_>x 0 g(x) 

L 

±00 

Tuỳý 

0 

L>0 

0 

+ 

+00 

- 

—00 

L<0 

+ 

—00 

- 

+00 


Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp X —>• Xg ,x —>■ x 0 ,x — >■ + 00 , X —> -00 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

B. PHÂN LOẠI VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 
Dạng 1. Dùng định nghĩa đế tìm giới hạn 
Phương pháp 

1. lim f(x)=L<=>V(x n ),x n eK\jx 0 |, lim x n =x 0 => lim f(x n ) = L 

2. Để chứng minh hàm số f(x) không có giới hạn khi X —> X Q ta thực hiện: 

Chọn hai dãy số khác nhau (Xn) và (yn) thoã mãn: Xn, yn thuộc tập xác định của hàm số và khác xo 

■ Um x n = x 0 , lim y n = x 0 

■ Chứng minh hm f (x ì ^ hm f íy n ì hoặc một trong hai giói hạn đó không tồn tại 

n—M-00 ' ' n—H-00 ' ' 

^ x 2 +x-2 , ì 

Ví dụ 1. Cho hàm số y =-—-—. Dùng định nghĩa chứng minh rằng limf(x) = 3. 

X -1 ' X->1 

Giải 

Hàm số y=f(x) xác định trên R\ jl|. Giả sử (Xn) là dãy số bất kì x n 1 và x n —> 1 

X 2 + X -2 (x +2Ì(x +l) 

limf(x ) = lim — = lim-- — -- = lim(x +2) = 3 

x n -l x n -l v n ’ 

^ 2x 2 +x_3 

BTTT: Cho hàm số: f(x) =-—--. Dùng định nghĩa chứng minh: limf(x) = 5 

X -1 X->1 

Ví dụ 2. Cho hàm số y = f( x ) = Ị 2 _ x neux<0‘ Dùng định nghĩa chứng minh hàm số y=f(x) không có 
giói hạn khi X —» 0 

Giải 

Xétdãy(x n ) = |iỊ^0 Ịjhoj 

lim f(x n )= lim — = 0 (1) 

Xét dãy (x n ) = ^““1 n —> +oo;x n —> 0 

lim f(x n )= lim 2 + -1 = 2 (2) 

n—>+co n—M-col n ) 

Vậy với (1) và (2) hàm số không có giới hạn khi X —> 0 

BTTT: Cho hàm số: f(x) = 1* x ỊỊeux <0 ' Dùng định nghĩa chúng minh hàm số không có giói hạn 
khi X —>0 

Ví dụ 3. Cho hàm số f(x) = cos-^-. Dùng định nghĩa chúng minh rằng hàm số f(x) không có giói hạn khi 

X 2 

X dần đến 0. 

Hướng dẫn 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Hàm số : f(x) = cos-Ụ xác định trên K=R\{0} 

-ẽKvà limx n =0;limf(x n ) = limcos-^- = limcos(2mĩ) = l 


*Lấy dãy số (x n ) = s 
v2ĩm 

*Lấy dãy số (y n ) = 


f m + 2 


■'à 


Vậy hàm số không có giói hạn. 

BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Bài 1. Dùng định nghĩa chứng minh các giói hạn sau 


, .. X -9 

a) lim-— = -6; 

x-»-3 x + 3 


b) lim - =+oo; 

X->1 + Vx 2 -1 


, x + 3 
c) lim^—— = -4; 
x->5 3 — X 


x j +l 

d) lim —-= +00 

X 2 +1 


Hướng dẫn 


x 2_9 

a) V(x ), X + -3, lim X = -3 => lim ——^ = -6 

" x n +3 

b) V(x n ),x n e Ịl;+oo),limx n = 1 => lim . 1 = +00 

ựx 2 -l 

c) V(x ),x + 3,limx = 5=>lim- i2 —- = ^4 =-4 

n n n 3-x n 3-5 

__ 

d) V(x ), limX = +CO => lim —T-= lim--2 1 - = +00 

x 2 +l 1,1 


Bài 2. 

1. Cho hàm SỐ f(x) = 


X 2 nếu X > 0 
X 2 - 1 nếu X < 0 


a. Vẽ đồ thị hàm số f(x). Từ đó dự đoán về giói hạn của f(x) khi X — > 0 . 

b. Dùng định nghĩa chứng minh dự đoán trên. 

Hướng dẫn 

a) Dự đoán: Hàm số không có giói hạn khi X — » 0 

b) Lấy hai dãy số có số hạng tổng quát là a = —; và b = -— 

n n 

2. Cho hàm số f(x) = sin-!- Chúng minh hàm số không có giói hạn khi X —> 0. 


a) Chứng minh rằng hàm số y=sinx không có giói hạn khi X —> +00 

b) Giải thích bằng đồ thị kết luận câu a) 

Hướng dẫn: Xét hai dãy (a n ) với a n = 2n7ĩ và (b n ) với b n = -^ + 2nn 

Bài 4. Cho hai hàm số y=f(x) và y=g(x) cùng xác định trên khoảng (-oo;a). Dùng định nghĩa chứng minh 
rằng, nếu limf(x) = Lvà lim g(x)= M thì lim f(x)g(x)= L.M 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


Hướng dẫn 

Giả sử (x n )là dãy bất kì thõa mãn x n < a và x n —> -co. Vì lim f(x) = L nên lim f(x n ) = L 
Vì lim g(x) = M nên lim g(x n ) = M. Do đó: lim f(x n )?g(x~) = L.M. 

X—n-M-co " n-H-00 

Từ định nghĩa suy ra: lim f(x).g(x) = L.M 

Bài 5. Cho hàm số y=f(x) xác định trên (a;+oo). Chứng minh rằng nếu lim f(x) =+00 thì luôn tồn tại ít 
nhất một số c thuộc (a;+oo) sao cho f(c)<0. 

Hướng dẫn 

Vì lim f(x) = -co nên với dãy sô" (x n ) bâ"t lỳ, x n > a và x n —> +C 0 ta luôn có lim f(x n ) = -co . 

X-M-00 _ _ \ n—>+co 

Dođó lim [-f(x n )J = +oo 

Từ định nghĩa suy ra-f(x n ) có thể lớn hơn một sô" dương tùy ý, kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. Bài 6. Cho 
Nếu sô" dương này là 2 thì -f(x n ) > 2 kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. 

Nói cách khác, luôn tồn tại ít nhâ"t một sô" x k e (a;+oo) sao cho -f(x k ) > 2 hay f(x k ) < -2 < 0 
Đặt c = x k , ta cóf(c) < 0 

khoảng K, X Q e K và hàm số f(x) xác định trên K \ jx 0 Ị . 

Bài 6. Chứng minh rằng nếu lim f (x) = +C 0 thì luôn tồn tại ít nhât một số c thuộc K \ Ịx 0 Ị sao cho f(c)>0. 
x >x () 

Hướng dẫn 

Vì lim f(x) = +oo nên với dãy sô" (x n ) bâ"t lỳ, x n eK\|x 0 | và x n —> x 0 ta luôn có lim f(x n ) = +oo. 

X—^XQ \ / 11 1 J n-H-00 

Từ định nghĩa suy raf(x n ) có thể lớn hơn một sô" dương tùy ý, kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. 

Nếu sô" dương này là 1 thì f(x n ) > 1 kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. 

Nói cách khác, luôn tòn tại ít nhâ"t một sô"x k e K\ jx Q j sao cho f(x k ) >1. 

Đặt c = x k , ta cóf(c) > 0 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Dạng 2. Tìm giới hạn của hàm số bằng công thức 

Phương pháp: Đ'ê tìm giới hạn của hàm số thuộc dạng vô định ta thực hiện: 

1. Nếu f(x) là hàm số sơ cấp xác định tại xo thì lim f(x) = f íx 0 ) 

x-« 0 

2. Áp dụng các định lý tính giói hạn và các quy tắc về giói hạn ±00 
Ví dụ 1. Tính các giói hạn của các hàm số sau: 

X 1 X 2 -4 


a) lim 


(^-1 ) 


b) lim — 

X—»3 X + 3 


Giải 


a)limf \l2 + x 2 -ì\ = yỊ2 + l-l = \Ị3 -V, b)lim——r = l—r = “S c)lìm ^-^ = — = 0 

x4V ) J X— >3 X + 3 3 + 3 3 x-tí2x + 2 4 

Ví dụ 2. Tìm các giói hạn của hàm số sau 

a) li,n(VỈTT-l) b)limỊx 3 +5x 2 + 10x-l); c)lim. d) lun 1 + x - Wx 


-+* 1 X + 5 n 1 + sin 4 X - cos 4 X 

2 

Hướng dẫn và đáp số 


a) 2 


b)-l 


4 


^uw_ 1 + sin x_5cos x & .. _ 1 + 1 — 5.0 

d) í (x) =--- 1 --— xác định tại X = — nên lim í (x) = ——— = 1 

1 + sin 4 X - cos 4 X 2 1 + 1-0 


Ví dụ 3: Tim các giói hạn của hàm số sau 
X 2 + 1 


... 3-x 

a) lim —-— 

*-> 4 (x-4) 2 


b) lim 2 


c) lim - 


±sf 

Đáp số 


d)lim 

x ^(x-4) 2 


aìTacó: lim(3-xì = -l<0 và lim(x-4) 2 =0 nên lim - 


X 2 +1 _ 

1 x + 1 

Ví dụ 4. Tính các giói hạn sau 


b) lim 2 


c) + oo; 


d)-00 


( (x 2 -x-ó' 

a)limx 2-— ; b)lim —-—-- ; c)lim—d) lim -— -± 

x^o ^ xj X^9^9x_ x 2j x ^° 1 + I x ^-2 X 3 + 2x 2 

X 

Đápsố:a)-3; b)-^-; c)-ĩ; d)0; e)^ 


Đáp số: a) - 3; b) - 

Ví dụ 5. Tìm các giói hạn sau 
2x 3 -7x 2 + 11 ux 


a) lim 


3x 6 + 2x 5 - 5 


Ị 2x +1 
l3x 3 +x 2 + 2 ; 


Đáp số: a)0; b)^; Ò)--Ặ 


e) lim - 


26 
























Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Dạng 3. Sử dụng định nghĩa tìm giới hạn một bên 
Phương pháp 

li m f(x) = L<» v(x n ),x Q <x n <b, lim x n =x 0 => lim f(x n )=L 
x ^ x 0 n_>,+00 n ^ +0 ° 

lim f(x) = L<=>V(x ),a<x <x 0 , lim X =x 0 => lim f(x ) = L 

v ' n—>+00 n—>+00 

x->x 0 

Ví dụ 1. Sử dụng định nghĩa tìm các giói hạn sau 


a) lim — ỉ—; b) lim —— ỉ - 

x->2 + x — 2 *-*r x 2 + 3x-4 

Ví dụ 2. Sử dụng định nghĩa tìm các giói hạn sau 

a) lim x/2x-4; b) lim ịyỊl -X + 3xj 

Dạng 4. Sử dụng định lý và công thức tìm giới hạn một bên 

Phương pháp 


lim f(x) = lim f(x) = L => lim f(x) = L 
x ^ x 0 x -«0 x ^ x ° 


I. Các ví dụ mẫu 


Ví dụ 1. Cho hàm số f(x) = 


X - 2x + 3 nếu X < 3 
1 nếu x=3 

3-2x 2 nếux>3 


Tính lim f(x); lim f(x) ; limf(x) 

X—>3 + x->3 _ x ^ 3 

Hướng dẫn 

* lim f(x)= lim Í3-2x 2 Ị = 3-2.3 2 =-15 

x->3 + X—>3 + } \ 1 

* lim f(x)= lim Ịx 2 -2x + 3j = 3 3 -2.3 + 3 =6 

x->3 - ^ ' 

* lim f(x) -*■ lim f(x) nên hàm sô không có giới hạn khi X —» 3 

x->3 + X—>3 _ 

Ví dụ 2. Cho hàm số f(x) = 1 + |2x -ó|. Tính hm f(x); lim f(x); lim f(x) 

X—>3 + X—>3 _ x_>3 


Hướng dẫn 


Tacó:|2x-6| = fe-6 nếu xì 3 nênf(x) = 
I I Ị-2x + 6 nếux<3 

* lim f(x)= lim (2x-5) = 2.3-5=1 

x->3 + x->3 + , { 

* lim f(x)= lim (2x-5) = -2.3 + 7 = l 

x->3 _ x->3 _ 

* lim f(x)= lim f(x) = 1 => lim f(x) = 1 

x->3 + x->3 - x_>3 


2x-5 
ị-2x + 7 


nếu X > 3 
nếux<3 


Ví dụ 3. Cho hàm số: 


ị 1 3 

f ( x >= x-1 X 3 -1 
[mx + 2 


nếu X > 1 
nếu X < 1 


Tìm giá trị của m để hàm số f(x) có giói hạn khi X — »1. Tính giới hạn đó 

Giải 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


* lim f(x) = lim 

X—^1~*~ X—^1 


, Mf*+ 2 ) 

+ 1y—1^Íy 2 -I-y-I- 


X->1 + (x —1)1 X 2 + X + 1) x->l + X 2 +X + l 


* lim f(x)= lim (mx + 2) = m + 2 

Hàm số f(x) có giới hạn thì lim f (x) = lim f(x)«H = m + 2<^>m = -l 


* khi đó limf(x) = 1 

X->1 

Ví dụ 4. Tính các giói hạn sau 

X 2x + \fx 9-x 2 

a) lim --=; b) lim , 

X—»0 + X-2yỊx 

II. Bài tập rèn luyện 
Bài tập 1. 


X—»3 _ V 6-2x 


N 1; _ \jx 2 -5x + 4 
c) lim —— . 


X 2 + X - 2 . 

a) Cho hàm số f(x) = ị X TI] neux>l Tính lim f(x); lim f(x); limf(x) 
x 2 + x + l nếu X < 1 x ^ 1+ x ^ r X ^' 


|x-|Ị; 


b) Cho hàm số f(x) = 

Đáp số: 

a) 3 

b) lim f(x) = —1; lim f(x) = l 

x->5 + x->5 _ 


Bài tập 2. Cho hàm số f(x) = 


Tính lim f(x); lim f(x);limf(x) 


nêu X<1 Với giá trị nào của m thì hàm số f(x) có giói hạn 


Bài tập 3. Tìm giá trị m để hàm số sau có giói hạn tại X=1 
2 


f(x)= 


x-l X 2 -1 
mx + 5 


với X > 1 
với X < 1 

Bài tập 4. Tìm giá trị của a để hàm số sau có giói hạn tại x=0 

f(x) = Ị: 


Isinx vớix>0 
|3x + a vớix<0 


Đáp số: a = 0 

Bài tập 5. Tính các giói hạn sau 

ĩhỊ; b) lim t*! 

x ~ l x+2 


a) lim 


, 3yfx- 
c) lim . 
x-»0 + y2x + 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
Dạng 5. Tính giới hạn vô cực 
Bài 1. Tìm giói hạn hàm số sau: 

/ 2 " T 2x 3 +15 

a) lim V4x - X +1 b) lim ———T 

x^+oo X ^- 2 (x + 2) 2 

Đáp số: a) lim \j4x 2 - x + 1 = lim = +00 b) - 00 

x^+oo X ^ 4O0 V4 x 2 -X + 1 

Bài 2. Tìm giói hạn hàm số sau: 

a)y = f(x) = *v/4x 2 + 2x + 5 khi X — >-co; b)y = f(x) = 3x 2 +6x+ 1 khi X —> -00 

c)y = f(x) = ^—^ khix->-2 + ; d)y = f(x) = í—khix->-2“ 

x+2 x+2 

Đápsố:a) + oo b )-00 c )-00 d) + 00 


Dạng 6. Tìm giới hạn của hàm số thuộc dạng vô định ^ 

Phương pháp: 

1. Nhận dạng vô định ^: lim ——^ khi lim u(x)= lim u(x)= 0 

0 x->x 0 v(x) X—>Xq X—»Xq 

2. Phân tích tử và mẫu thành các nhân tử và giản ước 


WqV(x) x^x o (x-x 0 )B(x) X—»x 0 B(x) 


«0 B(x) 


Nếu phương trình f(x)=0 có nghiệm là xo thì f(x)=(x-xo).g(x) 
Đặc biệt: 


Nếu tam thức bậc hai 


f(x) = ax 2 +bx + c,mà f(x) = 0 có hai nghiệm phân biệt Xj,x 2 
thì f(x) được phân tích thànhf(x) = a(x - Xj )(x -x 2 ) 


❖ Phương trình bậc 3: ax 3 + bx 2 + cx + d = 0 (a + 0) 


# a + b + c + d = 0 thì pt có một nghiệm là Xj = 1, để phân tích 

thành nhân tử ta dùng phép chia đa thức hoặc dùng sơ đồ Hooc-ner 

a-b + c-d = 0 thì pt có một nghiệm là Xj = -1, để phân tích 
thành nhân tử ta dùng phép chia đa thức hoặc dùng sơ đồ Hooc-ner 


3. Nếu u(x) và v(x) có chứa dấu căn thì có thể nhân tử và mẫu vói biểu thức liên hiệp, sau đó phân 
tích chúng thành tích để giản ước. 

A - B lượng liên hiệp là: A + B 
- B lượng liên hiệp là: 4Ã_+ B 
^/Ã-^/B lượng liên hiệp là: \[Ã + \ỊẼ 
yfÃ- B lượng liên hiệp là: Ịn/Ã^+B^/Ã + B 2 

%/Ã + B lượng hên hiệp là: ị^A 2 -B\fÃ+ B 2 

I. Các ví dụ mẫu 

. x 2_ x 

Ví dụ 1. Tính giới hạn sau: lim 2 !— -2 

X—>1 X — 1 


Giải 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

.. x 2 -x _ x(x-l) 

lim——— = lim —-——- = limx = 1 

X— u X — 1 x-»l x-l X ->1 


Ví dụ 2. Tính giói hạn sau: lim - 


' -►2 Vx + 7 - 3 
„„ 4-x 2 _ 1 ; ( 2 - X X 2 + X )(' /x7?+3 ) 

lim . —spỵim- - --- 

x -> 2 Vx + 7-3 x ^ 2 (x-2) 

= lim [-(2 - x)Ị Vx + 7 + 3 Ị] = -4.6 = -24 

II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Tìm các giói hạn của hàm số sau: 

X 2 +2x-3 ., (l + x) 3 -l 


a) lim 

x ^! 2x 2 - X - 1 

x 3 -5x 2 +3x + l 

d) lim- 

x ^! X 4 + 8x 2 - 9 


b) lim 

x-»0 X 

x 3 -2x + 4 

e)lim ——2 - 

X + 2x 


c) lim - 


Đáp số: a)^ 


b) 3 c)2 

Bài 2. Tim các giới hạn của hàm số sau: 

b) lim — 5-== 

x ^ 5 Vx - v5 

^2 A 

e) lim 


e)-5 


a) lim ■_—2 2 - 

x ^ 2 Jx +7-3 
X- Vx + 2 


d) lim 2 


•v/x-4 - Vx + 4 + 

n —-2-- 

>2 X - 5 

Ậ + X - Vl + X 


x ~ >5 \/4x + l - 3 
Đáp số: a) - 24 


‘ 2 y3x-2 +2 
b) 2sỈ5 

Bài 3. Tính giói hạn của hàm số sau: 
ĩ+3-yỈ3_ 


C) Ế 


e)-16 


a) lim 

x-»0 


X — 1 

Vx -1 ’ 


-4T- 


d) lim 

X—>0 


v/x + 9 + Vx + 16 -7 


2 Vi - X - 


V5-X 


g) lim - , 

x ^° X 2 -1 

Đáp số: a)— 1 » 

2 V 3 

Bài 4. Tính các giói hạn sau 
(x + h) 3 -X 3 


X — 1 

T-V 2 


b)3 


h) lim —-=^ 

x ->ĩ Vx-1 

c)-l à)ị- 
24 


e)-2- 

12 


f)-H 

12 


. 5 3 

g) n h) ủ 


a) lim 
h —>0 


d) lim 

h—»0 


b) lim 


2(x + h) 3 - 2x 3 


e)lim 


X 2 - (a + l)x + a 

X 3 - a 3 ; 

X n -nx + n-1 


c) lim —-— 

X— > a x-a 


(x-lf 


Bài 5. Tính các giới hạn sau 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 


a) lim 


X - X - X +1 

+ 1 -X 2 + 3x - 2 ’ 


b) lim 


c)lì 


^+3 X 2 -2x-3 


x ^3 X 4 - 8x 2 - 9 
Bài 6. Tính các giói hạn sau 


e)lim- 


x_>1 x iyyu + X - 2 


a)limí— -ì-ì; c)limí—^-ì; 

x ^u -1 x ~ ỉ ) x-rtự-x 1-X 3 J 

yịx-3-2 


d)lim — 

X^l I 


Bài 7.Tính các giói hạn sau 
yJx + ỉ-\Ịx 2 +X + 1 


a) lim 

x->0 X 

Bài 8. Tính các giói hạn sau 

Vx + l + Vx + 4-3 
a. lim-— : - 

X—>0 X 

, ^/xTT-^/x+T 


b) lim- 

x ^ 7 49 -X 2 


*-»\x -5x + 4 3(x -3x + 2) 

2-\Ịx+2 


c) li m 

x_>2 X 2 - 3x + 2 


« y4x+l-3 

d) lim- 

x -> 2 X 2 -4 


\jx + 9 + yx + 16 -7 


X -> 0 X x-»l X 2 -1 

Dạng 7. Dạng vô định — 

c c 00 

Phương Pháp: 

1. Nhận biết dạng vô định — 


ị/x + l + ^x + 4 -3 


c v8x + ll -yx + 7 

f. lim-——- 

x ^! X 2 -3x + 2 


lim khi lim u(x) = ± 00 , lim v(x) - +00 
x_>x 0 v ( x ) x_>x 0 x_>x 0 

lim ^ khi lim u(x) = ± 00 , lim v(x) = ±00 
x-»±co v(x) x-»Xq X ị -XQ 


2. Chia tử và mẫu cho X n vói n là số mũ cao nhất của biến ở mẫu ( Hoặc phân tích thành tích chứa 
nhân tử x n rồi giản ước) 

3. Nếu u(x) hoặc v(x) có chứa biến X trong dấu căn thì đưa x k ra ngoài dấu căn (Vói k là mũ cao 
nhất của biến X trong dấu căn), sau đó chia tử và mẫu cho luỹ thừa cao nhất của X (thường là bậc 
cao nhất ở mẫu). 

I. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Tính giói hạn lim + ~’ x 

x->+oo g x 3 + x 2 


Giải: 


3x 3 +5x 

lim —-—— = lim - 
x_>+0 ° 6x 3 + X 2 x ->+°° 


Ví dụ 2. Tính giói hạn sau lim ỊV 4 X 2 +x + 2x j 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 



II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Tìm các giói hạn của các hàm số sau 

Ị3x 2 +lỊ(5x + 3) 
" (2x 3 -lỊ(x + l) ’ 

sjx 2 +X + 2 +3x 


2x 3 +3x-4 
»-x 3 -x 2 +l 

n/x 2 -1 - ^4x 2 +1 


2x + 3 


Đáp số 


a)-2 


c)+oo 


e) lim 


•ỉ 


V4x 2 +l-x-l 


c) lim 


f) lim 


X -7x +X + 5 
3 |x| —13 


7 + 3 


2x-3 


X 2 + 3x + 2 . 
\Ịx 2 + X + 2 + 3x 


x ^ +0 ° V 4x 2 +1 -x -1 . 

,, . vx 2 +X + 2 + 3x 2 

khi X —> -co: lim . -=-— 

x ^+® V4 x 2 +1-x-1 3 


khi X —> +CO: lim 


f )-c 


Bài 2. Tính các giói hạn sau 

1; _ 1 - 2x + 3x 3 
a) lim - 


x^ioo x i _ 9 

d) lim 


b) lim 




■JJ7 


2x + 3 + 4x +1 


__ X 7 + X + 3 

ự9x + x + l-ự4x 2 +2x + l X 4 -7x 2 +X + 5 

im --; e) lim -7-^7——-: 

x ->±°0 x + l X 3 X -13 

Đáp số: 

a)3; b)-32; c)5 khi X —> +cc;-l khi X — >-cc; 


c) lim 

J 4x 2 +1 +2- X 

_ .. Vx 2 +2x + 3 
f) lim , — 

ựx 3 -x +1 


d)l khi X—>+oo;-l khi X—>-00 


Bài 3. Tính các giói hạn sau: 

x^+1 


a) lim 


d) lim - 


^ x +X+ 1 

n/4x 2 +1 


b) lim 


e) lim 


3x(2x 2 -1) 
(5x - 0( x 2 + 2x) 
\jx 2 -3x +2x 


3x -1 x^+oo 3x -1 

Bài 4. Tính các giói hạn sau: 

^4x 2 -2x + l + 2-X 


0 lũn ^ (7 *; 2) 
Í2x+rr 

„ 4x 2 +X + 2 + 3x + l 

f) lim 


v4x 2 +1 + 1-X 


a) lim 


, . Vx 2 +2x + 3 + 4x + 1 , x4x + 3 

. -, b) lim -— . -; c) lim —— 

v9x 2 -3x + 2x x ^ ±0 ° v4x 2 +1 + 2 - X x “^° X +1 


4x 3 +2x 2 +x a/(x 3 +2x 2 ) 2 +x4Ịx 3 +2x 2 

d) lim -—-—-; e) lim -*--—-- 


f) lim 


(x\fx + X - T)(\fx + 1) 
’ (x + 2)(x-l) 


Dạng 8. Dạng vô định oo-oo;0.oo 

Phương pháp: 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

1. Nếu biêu thức chứa biến số dưới dấu căn thì nhân và chia vói biểu thức liên hợp 

2. Nếu biều thức chứa nhiều phân thức thì quy đồng mẫu và đưa về cùng một biểu thức. 

3. Thông thường, các phép biến đổi này có thể cho ta khử ngay dạng vô định oo-oo;0.oo hoặc 

chuyển về dạng vô định —; ^ 

OD 0 


Ví dụ 1. Tìm các giói hạn của hàm số sau: 

a) lim—(—!—-lj b) lim 

x->0x^x + l ) 

c) lim ị2x-3-^4x 2 -4x-3^ 

e) lim ( Vx 2 -2x-l-Vx 2 -7x + 3 1 

x-»ct<»v ) 

Đáp số: 

a) — 1 b) -ị c)khi X —>+ 00 :: 



e)khi X —>+00 :ĐS: ^ ;khi X ->-00 :ĐS: 

2 2 


c)khi X — >+00 :ĐS: 4 ;khi X —>-co :ĐS: -00 
f)0 

Ví dụ 2. Tìm các giới hạn của hàm số sau 

b) lim I \Ịx 2 4 
d)J 

Đáp số 

a)-4 khi X — > +oo;~ khi X — > -go; b)2 khi X —> +oo;-2khi X - 

ĩ 7^7x.to-,ir í cr 


c) lim 


d)0 



)) lim (\Ịx 2 +8x + 3 -\Ịx 2 +4x + 3 
I) lim ị^Ịx + \Ịx + x/x - \fx j 



II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Tính các giói hạn sau 

a) lim (2 x 3 -3x); b) lim \Jx 2 -3x + 4; c) lim (\/x 2 +x -x) 

x-»±co X-*±SD x-»±co 

Bài 2. Tính các giói hạn sau 

a) lim ( \Jx 2 -2x + 4 -x); b) lim (\Ịx + 2 -x/x -2); c) lim (\Ịx 2 -4x + 3 -yỊx 2 -3x +2) 

X->±00 x->+00 x->±00 

Bài 3. Tính các giói hạn sau 

a) lim x(\/x 2 + 5 + x); b) lim (3x +2-^9x 2 + 12x-3); c) lim 


- 3x + 2 + X - 2) 
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Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

Bài 4. Tính các giói hạn sau 

a) Um (Vx 2 -3x + 1-x + 3); b) Um (ựx 3 -X 2 +x+x); c) Um (ựx 3 +2x -1 - \Ịx 2 -3x) 

x-»±00 X—>±cc X—>±00 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

MỘT SỐ DẠNG TOÁN NÂNG CAO {Tham khảo} 

Dạng 1. Tìm giới hạn của các hàm số lượng giác ( dạng vô định ) 

Phương pháp: Vận dụng các công thức lượng giác để biến đổi hàm số lượng giác thành dạng có thể sử 
dụng định lí: 

,• sinx , % n sinu(x) u(x) 

lim-= 1 hoặc lim u(x) = 0=> lim ——— = 1; lim = 1 

X— >0 X X— >0 u(x)— »0 u(x) u(x)->0sinu(x) 

Ví dụ 1. Tính các giới hạn của hàm sô sau 


a)li 


tan X- sin X 


b) lim 


l-sin2x-cos2x 


c) lim- 


x->ol + sin2x-cos2x x _»0 xsinx 

Hướng dẫn 


sinxl-1 2 

. tanx-sinx lcosx J 

a) lim---= lim--—--— = lim - 

x—>0 x 3 x-»0 x 3 x-»0 

• 2 X 
sin 

2 


X cosx 
1 


sinx 2 f 1 1 

= 2 lim --. lim-ệ-. lim - = — 

X—>0 X x->0 / Y x->ocosx 2 

UJ 

.... l-sin2x-cos2x 2sin 2 x-sin2x 2sinx(sinx-cosx) 

b) lim -—-— = lim---= lim ——-Ý = 1 

x->ol + sin2x-cos2x x->0 2sin 2 x + sin2x x->0 2sinx(sinx + cosxJ 

. l-cos 2 2x sin 2 2x 4sinxcos 2 x 

c) lim- T - = lim—--= lim--= 4 

x _>0 xsinx x _^0 xsinx x _>0 X 


Ví dụ 2. Tính các giới hạn của hàm số sau: 

. sin3x 1S1 . 1 -cos5xcos7x 


cosl2x-cosl0x 


X—» 01 -2cosx x 2>6 sin 2 llx x-»ò cos8x-cos6x 

Hướng dẫn và Đáp số 

a)Xét hàm số f(x) = sin ^ x ttặtx = ĩ--t 
1-cosx ' 3 

. ì sin( 7T — 3t) 

Lúc đó: f(x) = fl --t 1 =-—^ 


'-■( 1 - 0-7 


n ( . . n . ì 1- 

-2 cos^-cost + sin^sint 

. 3 3 3 Ị 

sin3t _ sin3t 


-^si 


l-sin 2 ^-2^sin^cos^ 2 s in 
2 2 2 2 


sin3x 
lim-——= lim 
X ^ 0 l-cosx t->0 


— sin—->/3cos— 

2{ 2 2 

6t sin3t 

sin3t .. 2 * 3t 

- tí t - ~tS = lim - tí t r -Õ 

2sin^ sin^-v3cos^ t_>0 2sin^H sin^—v3cos^ 

A 2 2 ) A 2 2 ) 
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1-cos5xcos7x 


1 - cos 5x + cos 5x - cos 5x cos 7x 

a-—- 

0 sin 2 1 lx 


_ . 2 5x . 2 7x 

2sin — + 2cos5xsin —— 
- 2 _ 2 - 


2sin 2 + cos5x(l -cos7x) 
= lim----- 

X—>0 


sin 2 1 lx 
25 . 2 5x 49 

— sin — si 

— --ÍỊáệ cosổx ^ 


2 Vx 
2 


sin 2 1 lx 


^ sin 2 1 lx 


n 2 ,, 121 

. cosl2x-coslOx sinllx 11 

c) lim----— = lũn ——— = — 

x-»0 cos8x-cos6x X—>0 sin7x 7 

II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Tính các giói hạn sau 
2 


a) lim 


X—»ol sin2x 


►o[83^ 


- cos 3x cos 5x cos 7x 


.... \/x + 3 -2x 

b) lim ——-—; 

X->1 taníx-lj 

, cos 4 X - sin 4 X -1 
e) lim- -; 

x ^° x/x 2 +1 -1 


c) lim tan 2x tan —- 
4 


v2x + l-Vx 2 +l 

g) lim-^——- 

X-»1 sin X 

Đáp số: a)0 b) - ^ c) 

Bài 2. Tính các giói hạn sau 

sin5x 
1 " 

+ 0 3x 

tgx - sin X 


d)l 


Vcosx -X/cosx 
sin 2 X 

e)-4 f)l 


g)l 


a) lim - 


b) lim - 


c) lim - 


e) lim - 


f) lim ( - Ặ- 

x->olsinx sin3x 


Dạng 2. Giới hạn kẹp 

Phương pháp: h(x)<f(x)<g(x),VxeK\|x 0 Ị,x 0 eK 
và lim h(x) = lim g(x) = L=> lim f(x) = L 


d) lim - 


h) lim 


sin X 
l-sinx-cos2x 


I. Các ví dụ mẫu 


Ví dụ l.Tính giói hạn lim 


X 2 + sin 2x + a/Ĩ cos 2x 
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Ta nhận thấy: -2< sin2x + V3cos2x <2 

x 2 -2 < X 2 +sin2x + ^cos2x < x 2 +2 
3x 2 +6 3x 2 +6 3x 2 +6 

x 2 -2 X 2 4-2 l ~JỈ 

Mà lim ~ = lim -^V^- = lim - 

x_>+0 ° 3x 2 + 6 x - > - +00 3x 2 + 6 x ^ 3+ 6 

_, A X 2 +sin2x + ^cos2x 1 

Vậy lim -= ^ 

x ->+°° 3x 2 +6 3 


1 

3 


Bài 2. Tìm lim X 2 sin— 

X—>0 X 


Giải 


Ta nhận thấy: -x 2 <x 2 sin — < X 2 

, . X 

lim ( -X 2 1 = lim X 2 = 0 
x->0 V / x-»0 

2.1 

Vậy lim X sin—= 0 

x->0 X 

II. Bài tập rèn luyện 

Bài tậpl. Tìm giói hạn của các hàm số sau: 

„ 2x + sin 2 X - 5cos2x , „,. 2 1 N . x/x + 1 - x/x 

a) lim -—-; b)limx cos—; c) lim -cos 

x- 2+00 X 2 + 3 x-»0 X X—H-co X 

Hướng dẫn và Đáp số:\ 


a) Ta có: sin 2 x - 5cos2x = 11 sin 2 X - 5 
2x - 5 < 2x + sin 2 x - 5cos2x < 2x + 6 

X 2 J- 3 _ X 2 + 3 X 2 + 3 

....Đs :0 


b) Tương tụ bài mẫu 2. ĐS:0 

c) Tacó: -l<cosỊx/x + l + x/xj<l,Vxett 

x/x + 1 + \fx _ a/x + 1 + x/x l f-\ _ V X + 1 + xfx w 

=>- —^ < v cosh/x + 1 + Vx < — 2 ,VxER\{0} 

X X V / X 

....ĐS:0 

Bài tập 2. Tìm giói hạn của các hàm số sau: 

, x 2 +5cosx . , xsinx , sin2x + 2cos2x 

a) lim -———; b) lim —; c) lim -—— : - 

x^+oo x 3_ 1 x-^±oo 2x 2 +1 ***** x 2 +x + l 

Hướng dẫn và Đáp số 

a) 

_ 1 x2 “ 5 / x2 +5COSX X 2 +5 X 2 +5cosx 

*THl:Vx>l,—-—-<-————<———=> lim -—— = 0 

xị-l x 3 -l x 3 -l x -> +ũ0 x 3 -l 

x 2 -5 n x 2 +5cosx x 2 +5_ X 2 +5cosx 

*TH2:Vx<l,—-——>-————>———=> lim --—— = 0 

x 3 -l x 3 -l x 3 -.l x ->+°° x 3 -l 

,. —X _ xsinx X .. xsinx 

b) —— <—^—<— 22 —=> lim = 0 

2x 2 +1 2x 2 +1 2x 2 +1 x ->±00 2x 2 +1 

c) ĐS: 0 


ịy/x + ĩ + x/xj 
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Bài giảng Giải tích 11. Chương IV: Giới hạn hàm số. 

Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 

BÀI 3. HÀM SỐ LIÊN TỤC 

A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Hám sô liên tục tại một điểm 

Định nghĩa: Cho hàm số y = f(x) xác đinh trên khoảng K và x 0 eK. Hàm số 


y = f(x) hên tục tại x 0 khi và chỉ khi 


lim f(x) = f(x 0 ). Hàm số không hên tục tại x 0 được gọi là gián đoạn 


tại x 0 

2. Hàm sô liên tục trên một khoảng, trên một đoạn 
Định nghĩa: 

• y = f(x) hên tục trên một khoảng nếu nó hên tục tại mọi điểm của khoảng đó 

• y = f(x)liên tục trên đoạng [a;b] nếu nó hên tục trên khoảng (a;b) và 
lim f(x) = f(a), lim f(x) = f(b) 

X—»a + X—»b _ 

> Nhận xét: Đồ thị của hàm số hên tục trên một khoảng là một " đường liền" trên khoảng đó. 

3. Các định lí: 

Định lí 1: 

a) Hàm số đa thức hên tục trên toàn bộ tập số thực M 

b) Hàm số phân thức hữu ti và hàm số lượng giác hên tục trên từng khoảng của tập xác định 
của chúng 

Định lí 2: Giả sử y = f(x) và y = g(x) là hai hàm số hên tục tại điểm điểm x 0 . Khi đó: 
a) Các hàm số 

f(x) + g(x), f(x) - g(x) và f(x).g(x) cũng hên tục tại điểm x 0 


b) Hàm số hên tục tại điểm x n , nếu g(x n ) * 0 
g(x) v 7 

Định lí 3: Nếu hàm số y = f(x) hên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b)<0 thì tồn tại ít nhất một điểm 
ceỊa;bj sao cho f(c)=0 


Mệnh đề tương đương: Cho hàm số y=f(x) hên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b)<0. Khi đó phương trình 
f(x)=0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng (a;b) 

B. PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TẬP 


Dạng 1. Xét tính liên tục của hàm số f(x) tại điếm xo 
Phương pháp 


Cho hàm số: f(x) 


■ỉ 


fi(x) 

4 00 


khi x^x 0 

khi X = xi 


Để xét tính hên tục hoặc xác định giá trị của tham số để hàm số hên tục tại điểm xo, chúng ta thực hiện 
theo các bước sau: 

> Bước 1: Tính 


lim f(x)= lim £(x) = L 

X—>Xq X—>Xq 

> Bước 2: Tính f (x 0 ) = f 2 (x 0 ) 

> Bước 3: Đánh giá hoặc giải phương rình L = f 2 (x 0 ), từ đó đưa ra kết luận 
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Ths. Trần Đình Cư. SĐT: 01234332133. Luyện thi và gia sư chất lượng cao Môn Toán, TP Huế. 
I. Các ví dụ mẫu 


Ví dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số sau tại điểm x 0 = 1 

x 2 -l 


f(x) = 


x + 1 
x + a 


khi X* 1 

khi X = 1 


Giải 


Hàm số xác định với mọi X £ M. 
Ta có: 


lim f (x) = lim ———- ■ 

x-ụ X->1 X -1 

f(l) = a + l 


lim(x + l) = 2 


Vậy: 

*Neu: 

2 = a + l«a = l«' f(l) = 2 = limf(x), thì hàm số hên tục 

_ x-»l 

*Nếu: 

2 a +1 <=> a 1 <=> f(l) 1 = lim f(x), thì hàm số gián đoạn tại điểm x 0 = 1 


Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số sau tại điểm X = -1 

X 2 + 5x + 4 


f(x) = 


khi X * -1 
khi X = -1 


Hàm đã cho xác định trên R. 

Ta có 

, ; „.<v„x_, ; x 2+5x + 4 _ (x + l)(x + 4) / _ 

limf(x) = lim-—^-= lim -—--= lim x + 4 =3 

p 7 x-»l x + 1 x-»-l x + l x->-l V ’ 

Vậy hàm sô liên tục tại X = -1. 

í X 2 - X - 2 ^ 

Ví dụ 3. Tim m để hàm số f(x) = ị ^~2 nêu x ^ 2 hên tục tại x=2 
[m+1 nếux = 2 

Giải 

Hàm đã cho xác định trên M. 

Ta có 

(x-2Ì(x + l) , , X 

lim--!±-—- = lim(X +1) = 3 và f(2) = m + l. 

X-M x-2 X-S v > v ’ 

Để hàm số liên tục tại x = 2thì limf(x) = f(2)<»m + l = 3<=>m = 2. 

Ví dụ 4. Xét tính liên tục của hàm số sau tại điểm x 0 = 0 
ịx + l + Ụx-1 


f W= 


khi X 
khi X 


II. Bài tập rèn luyện 

BT 1. Xét tính liên tục của hàm số sau tại điểm x 0 = 1 
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f(x) = 


X 3 -X 2 +2x-2 

X — 1 


khi X * 1 
khi X = 1 


Hướng dẫn giải 

Hàm đã cho xác định trên R. 

Ta có 

.. X 3 -X 2 +2x-2 ( x-1 )( x +2 ) _k„(„2 , o\_o 

lim ——-= lim--- = lim X +2 =3. 

X—>1 X — 1 X—^1 X — 1 X—^1' ' 

f(l) = 4. 

Vì limf (x) * f (lj nên hàm số gián đoạn tại x 0 = 1 
|\/x-l . 

BT 2. Cho hàm số: f(x) = ị 2 1 neu x . Tìm m để hàm số hên tục tại x= 

X 2 1 

[m X nếu X = 1 

Hướng dẫn giải 

Hàm đã cho xác định trên R. 

Ta có 

lim^ệ—- = lim—pi— = \ và f(l) = m 2 . 

*->ĩx 2 -l ^s/x+l 2 w 

Để hàm số liên tục tại x = lthì limf(x) = f(l)<^>m 2 = ^<^>m = ±-ỹ=. 

Cét tính liên tục ơ 
[ — ~3- nếux*\Ỉ2 

= T 

[2y2 nếu 


BT 3. Xét tính liên tục của các hàm số sau trên tập xác định của chúng: 

1 -x 

; b)g(x) = '■ 

nêu X = yỊĨ, 


à)m =U-Ấ nia **' 1 * ; b)gw= ( x _2) 2 níux * 2 

[2yỊ2 nếu X = v2 [2 nếu x=2 

Hướng dẫn giải 

a) Hàm đã cho xác định trên R. 

Khi X 5É \fl thì f (x) = ——là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục trên (-00 

X' v2 v 

Ta xét tính liên tục của hàm số taih điểm X = \fĩ. 

Ta có 

lún —Ặ- lim (X + *Jĩ\ = 2\fĩ và fịsỈ2) = 2sÍ2. 

X >\2 X V 2 X-+2 V ’ \ > 

Vì lim_f (x) = f ịsỊĨ j nên hàm số liên tục tại X = . 


Vậy hàm số liên tục trên M. 
b) Hàm đã cho xác định trên 

1 — X 


Khi X ^ 2 thì g(xì =-là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục trên (-co; 

(x-2) 


Ta xét tính liên tục của hàm số taih điểm X = 2 . 


và Ị^;+ooỊ. 


, 2 ) và (2;+ooì. 
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lim ——^— = -00 và gÍ2Ì = 2. 

Vì lim g(x) = g(2) nên hàm số không liên tục tại X = 2. 

Vậy hàm số không liên tục trên M. 

Bài 4. Xét tính liên tục của các hàm số sau tại điểm x=0 và x=3 
Khix = 0 


f(x) = 


x -x-6 


x-3) 


khi X 2 - 3x * 0 
khi X = 3 


Bài 6. Xét tính liên tục của hàm số sau: 

í.>/? 

a)f(x)_l 1 + X + ' nếu X ^ 0 b)f(x) = 


xcos—- nếu X?i0 

X 2 

0 nếu X = 0 


Dạng 2. Xét tính liên tục của hàm số tại một điểm 


Phương pháp 


Cho hàm số: f(x) = |jj ^ 


khi x<x 0 
khi X > x 0 


Để xét tính liên tục hoặc xác định giá trị của tham số để hàm số liên tục tại điểm xo, chúng ta thực hiện 
các bước sau: 


Bước 1: Tính f(xo)=f 2 (xo) 


Bước 2: (Liên tục trái) tính: 


lim f(x) = lim f | (x) = L | 

X->XQ X-«Q 

Đánh giá hoặc giải phương trình L 1 = f 2 (x 0 ), từ đó đưa ra kết luận liên tục trái. 


Bước 3: (Liên tục phải) tính: 


lim f(x) = lim f 2 (x) = L 2 
x_>x 0 x -» x 0 


Đánh giá hoặc giải phương trình = f 2 (x 0 ), từ đó đưa ra kết luận liên tục phải. 
Bước 4: Đánh giá hoặc giải phương trình Li=L 2 , từ đó đưa ra kết luận 

I. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Xét tính liên tục của hàm số tại điểm xo=0: 

. _Jx + a khi x<0 
w [x 2 + l khi x>0 

Giải 
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Hàm số xác định tại mọi xel. 

Ta có: ' 

lim f(x)= lim (x 2 +l| = lvà lim f(x)= lim (x + a) = a. 
x-»0 + X—>0 + x-»0 - x-»0 _ 

1 ( 0 ) = 1 

Vậy : 

-Nếua = 1 thì lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 1<» Hàm sô' liên tục tại X Q = 1 

, X^->0"*" X^->0 r? • , * 

-Nếua^l thì lim f(x)^ lim f(x)<=> Hàm sô gián đoạn tại X Q = 1 

X—»0 + X—>0“ 

ị x 2 -3x + 2 

Ví dụ 2. Cho hàm số: f(x) = ị |x-l| x * 

la khi X = 1 


a) Tìm a để f(x) liên tục tại trái điểm X=1 

b) Tìm a để f(x) liên tục tại phải điểm X=1 

c) Tìm a để f (x) liên tục trên R. 


Ta có: 


f(x) = 


X—2 

a 

2 -X 


khi X>1 
khi X = 1 

khi X < 1 


Giải 


a) Để f(x) liên tục trái tại điểm X=1 
lim f(x) tồn tại và lim f(x) =f(l) 

Tacó: lim f(x) = lim (2-xì = l và f(l) = a 

£-»l _ x-»l _ 

Vậy điều kiện là a=l 

b) Để f(x) liên tục phải tại điểm X=1 
hm f(x) tồn tại và lim f(x) =f(l) 

Ta có: lim f(x) = lim (x-2) = -l và f(l) = a 

x-»l _ 

Vậy điều kiện là a=-l 

c) hàm SỐ liên tục trên R trước hết phải có: 
lim f(x) = lim f(x) <=> 1 = -1 (mâu thuẫn) 

x-»l _ x-^l + 

Vậy không tồn tại a đê hàm sô liên tục trên R 

II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Xét tính liên tục của hàm Số sau tại x n = 0: f(x) = \ x 2 + , 

u X + X +1 


Bài 2. Xét tính liên tục của các hàm số sau: 


khi x<0 
khi x>0 


a)f(x) = Vx + 5 tạix = 4 


b) g(x) = • 


X — 1 


x/2-x-l 

-2x 


nếux<l 
nếu X > 1 


Bài 3. Xét tính liên tục của hàm số sau tại X=1 và x=-l 



khi|x| <1 
khi|x| > 1 


tại X = 1 
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[ 5x-sin3x 

nếu X > 0 tạiđiểmx= 0 

Bài 4. Xét tính liên tục của hàm số f(x) = \ 

X 


[x : 

2 - 2x + 2 

nếu x<0 

Bài 5. Cho hàm số f(x) = |^ x 

nếu X < 2 
nếux>2 

Tim a để hàm số liên tục tại điểm x=2. 


í^x+2-2 

nếu X > 2 


Bài 6. Tìm a để hàm số f(x) = ị 

x-3 

liên tục trên M. 


ax+— 
l 4 

nếu X < 2 



Í 2x 2 nếu |x| < 2 

5 nếux = 2 

3x-l nếu|x|>2 


Dạng 3. Xét tính liên tục của hàm số trên một khoảng K 

Phương pháp 

Để xét tính liên tục hoặc xác định giá trị của tham số để hàm số liên tục trên khoảng K, chúng ta thực 
hiện theo các bước sau: 

> Bước 1: Xét tính liên tục của hàm số trên các khoảng đơn 

> Bước 2: Xét tính liên tục của hàm số tại các điểm giao 

> Bước 3: Kết luận. 

I. Các ví dụ mẫu 


Ví dụ 1. Chứng minh các hàm số sau liên tục trên R: 


f(x) = 


___ 1 

xcos^- 

X 

0 


khi X 5* 0 

Khi x = 0 


Giải 

Hàm số f(x) hên tục với mọi X ^ 0. 

Xét tính liên của f(x) tại x=0 
Ta có: 

|x.cos^-| = |x||cos < |x| 

=> —|x| < x.cos^r < |x| => lim 1 x.cos^- ì = 0 
X 2 X_>0 V X 2 J 

Mặt khác f(0)=0 

Do đó, lim f(x) = f(0) => Hàm số liên tục tại X = 0. 

X—!►(). 

Vậy hàm sô liên tục trên toàn bộ trục số. 

Ví dụ 2. Xét tính liên tục của hàm số trên toàn trục số: 

_ J X 2 + X nếux < 1 

Ịax+1 nếux>l 

Hướng dẫn 

Hàm số xác định vói mọi X e M 

1. Khi X <1. Hàm số liên tục 

2. Khi X>1. Hàm số liên tục 

3. Khix =1 

> a=l: Hàm liên tục tại X=1 
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> a ^ 1: Hàm số gián đoạn tại X=1 
Kết luận: 

■ a=l: Hàm số liên tục trên toàn bộ trục số 

■ a ^ 1, hàm số liên tục trên (-oo;l) và (l;+ooì và gián đoạn tại X=1 

II. Bài tập rèn luyện 

Bài 1. Cho hàm số y = f(x) = _ | neu x < 1. Xét sự liên tục của hàm số. 



2 x nếux>l 

Hướng dẫn và đáp số 


Vói X<1: hàm số liên tục 
Với X>1 Hàm số liên tục 

Xét x=l: Hàm số liên tục. Vậy hàm số liên tục trên R 


Bài 2. Xét tính liên tục của các hàm số sau trên tập xác đinh của chúng: 



, nếu X ^ 2 


3 nếu X = 2 


Đáp số 


a) y=f (x) liên tục trên R 

b) y=g(x) liên tục trên và (2 ;+00 ì nhưng gián đoạn tại x=2 


Bài 3. Tìm giá trị của tham số m để hàm số f(x) = n ® u x ^ ' liên tục trên (ơ;+ooì . 



nV nếu X = 1 


Đáp số: m = ±i 
Bài 4. 


a) Cho hàm số f(x) = 



nếu X > 2 

nếu 7 < X < 2 ■ Chứng minh rằng hàm số liên tục trên khoảng 




nếu X < 3 

nếu 3 < X < 5. Tìm a và b để hàm số liên tục, vẽ đồ thị của hàm số. 
nếu X > 5 


Hướng dẫn 

a) x>2: hàm số liên tục trên khoảng (2;+co) 


-7<x<2 thì f(x) = x 2 liên tục trên (-7;2). Vì sao? 



x=2: Hàm số liên tục. 

Kết luận: Hàm số f(x) liên tục trên khoảng (-7;+oo) 


b) a=l bà b=-2 thì hàm số liên tục. 
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Dạng 4. Tìm điểm gián đoạn của hàm số f(x) 

Phương pháp: xo là điểm gián đoạn của hàm số f(x) nếu tại điểm xo hàm số không liên tục. Thông 
thường xo thoã mãn một trong các trường hợp: 

1. f(x) không tồn tại 

2. lim f(x) không tồn tại, lim f(x)íf(x 0 ) 

X—>Xq X—^Xq 


Ví dụ 1. Cho hàm số: f(x) = 


X 2 —X —6 

x(x-3) 

a 

b 


nếux(x-3)+0 

nếux =0 
nếu x=3 


Với a, b là hai tham số. Tim các điểm gián đoạn của hàm số 

Giải 

D=R nên ta chỉ xét sự gián đoạn của hàm số tại các điểm x=0 và x=3 

, , X 2 -x-6 

• Tại x=0, ta có f(0)=a và lim f (x) = lim — -ị— —r- = +00 

x->0 X—»0 x(x-3j 

Vậy x=0 là điểm gián đoạn của hàm số 

• Tại x=3 và f(3)=b và lim f(x) = lim x — ã - ]j m x + 2 - Ẽ 

X—>3 x->3 xíx —3) x->3 X 3 


Vậy khi b + ^ và với mọi a thì điểm gián đoạn của hàm số là x=0;x=3 


Khi b = ! 
3 


và với mọi a thì điểm gián đoạn của hàm số là x=0 


Í ax-b nếux<l 

3x nếu 1 < X < 2 hên tục tại điểm X=1 và gián 
bx 2 -a nếux>2 

đoạn tại X=2 

Hướng dẫn và đáp số 

Hàm số hên tục tại X=1 và gián đoạn tại c=2 thì 

lim f(x)= lim f(x) = f(l) , , 

Cr ' ^ a-b = 3 a = b + 3 

hm f(x)+ ĩưn f(x) Ị4b-a + 6 Ịb + 3 

.X—>2 + X—»2~ 

Ví dụ 3. Tim các điểm gián đoạn của hàm số: 

a)f(x) = í x ^~ 1 n | ux ^0 b )f(x) J^P nếu X + 8 

-2 nếu x = 0 x-8 

L [o nếu X = 8 


Dạng 5. Chứng minh phương trình f(x)=0 có nghiệm 

Phương pháp 

1. Chúng minh phương trình f(x)=0 có ít nhất một nghiệm 
Tìm hai số a và b sao cho f(a).f(b)<0 
Hàm số f(x) hên tục trên đoạn [a;b] 
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Phương trình f(x)=0 có ít nhất một nghiệm xo £ (a;b) 

2. Chứng minh phương trình f(x)=0 có ít nhất k nghiệm 

Tìm k cặp số ai ,bi sao cho các khoảng ía^bị ) rời nhau và 
f(a i )f(b i )< 0 ,i = l,...,k 
Phương trình f(x)=0 có ít nhất một nghiệm Xj e (&i ;h) 

3. Khi phương trình f(x)=0 có chứa tham số thì cân chọn a, b sao cho : 

f(a), f(b) không còn chứa tham số hoặc chưa tham số nhưng dấu không đổi. 

Hoặc f(a), f(b) còn chứa tham số nhưng tích f(a).f(b) luôn âm 
I. Các ví dụ mẫu 

Ví dụ 1. Chúng minh rằng phương trình 2x 3 - lOx - 7 = 0 có ít nhất một nghiệm âm 

Hướng dẫn 

Xét hàm số 

f(x) = 2x 3 -10x-7, ta có f(-l)=l; f(0)=-7; f(3)=17 
nen f(-l).f(0) = -7 < Ovà f(Ò).f(3) = -119 < 0. 

Mặt khác: f(x)=2x 3 -lOx -7 là hàm đa thức nên liên tục trên [-l;ơ] và [0;3] 

Suy ra, phương trình 2x 3 - lOx - 7 = 0 có ít nhất một nghiệm x 0 e và Xj e (0;3) 

Vậy phương trình 2x 3 - lOx - 7 = 0 có ít nhất hai nghiệm. 

Ví dụ 2. Chứng minh rằng phương trình Ịl - m 2 jx 5 - 3x -1 = 0 luôn có nghiệm với mọi m. 

Hướng dẫn 

Xét hàm số 

f(x) = íl-m 2 jx 5 -3x-l, ta có f(0)=-l và f(-l)=m 2 +l 
nên f(-l).f(0) = -Ịm 2 + lj < 0, Vm eR 

Mặt khác: f(x)=Ịl -m 2 jx 5 -3x -1 là hàm đa thức nên liên tục trên [-1;0] 

Suy ra, phương trìnhỊl-m 2 ìx 5 — 3x-l = 0 có ít nhất một nghiệm x 0 e (-1;0) 
vậy phương trình Ịl-m 2 jx 5 -3x-l = 0 luôn có nghiệm với mọi m. 

Ví dụ 3. Chứng minh rằng phương trình ——I—-— = a luôn có nghiệm trong khoảng ( ^; 7 Ĩ I với mọi a 
sinx cosx 1^2 ) 

Hướng dẫn 

Xét hàm số f(x) = - 7 —¥ + —ỉ-a liên tục trong khoảng ( n I 

sinx cosx ^2 ) 

lim ——h —' a I = -co nên tồn tại X, gần ^ để f(x,) < 0 

JI +l v sinx cosx ) 2 

l im ( ——b —ỉ-a 1 = +conên tồn tại X, gần 7ĩđể f(x 2 ) > 0 

^rv sinx cosx ) 

Suy ra f(Xj). f(x 2 ) < 0 nên phương trình f(x)=0 luôn có nghiệm trong khoảng ^; 7 I 1 

Ví dụ 4. Chiíng minh rằng phương trình X 3 + X -1 = 0 có nghiệm duy nhất xo thoả mãn 0 < x 0 < -=. 

V 2 

Hướng dẫn: 
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Xét hàm số f(x) = x 3 +x-l, ta có f(0)=-l và f(l)=l nên f(0).f(l)<0 
Mặt khác: f(x) = x 3 + X-1 là hàm đa thức nên liên tục trên [0;1] 
f( Xl ) - f(x 2 ) _ ( x ? + X 1 - ị) - ( x 2 + x 2 - ị) _ ( X 1 - x 2 )( x ? + X 1 X 2 + x 2 + ị) 

X 1 -X 2 x 1 -x 2 x 1 -x 2 

( X, Y 3x 2 

=x 2 +XjX 2 +x 2 +1- Xj +2 +—Ị^+%> 0 với mọi XpX 2 thuộc R 

Suy ra f(x) = x 3 +x-l đồng biến trên R nên phương trình X 3 +X-1=0 có nghiệm duy nhất X Q e (ũ; l) 

Theo bất đẳng thức Co si: 

, nr „ „ 9 9 1 1 

1 = Xq + x 0 >2 JXq => 1 >2xq =>Xq<^=>0<x 0 <—=ặ 
2 V2 

II. Bài tập rèn luyện 
Bài 1. 

a) Cho ba số thực a,b,c thoã mãn a<b<c 

Chứng minh phưorng trình (x-a)(x-b)+(x-b)(x-c)+(x-c)(x-a)=0 luôn có hai nghiệm phân biệt. 

b) Cho phương trình ax 2 +bx + c = 0(a^0)thõa mãn 2a + 6b +19c = 0. Chúng minh phương trình có 

nghiệm trong 1^0; 

c) Cho phương trình ax 2 + bx + c = 0(a * 0) thõa mãn — a — 4—4- — = 0(Với m > 0) 

m4-2 m4-l m 

Chứng minh phương trình có nghiệm (0;1). 

Hướng dẫn và đáp số 

a) Xét hàm số f(x)=(x-a)(x-b)4-(x-b)(x-c)4-(x-c)(x-a) là tam thức bậc hai có hệ số A=3 nên phương trình 
f(x)=0 có nhiều nhất hai nghiệm 

Ta có: f(a)>0;f(b)<0);f(c)>0 
Vậy f(a).f(b)<0 và f(b).f(c)<0 

Mặt khác f(x) là hàm đa thức nên nó liên tục trên [a;b] và [b;c] 

Suy ra, phương trình f(x)=0 có nghiệm Xj e Ịa;b) và x 2 e (b;c). 

Vậy phương trình luôn có hai nghiệm. 

b) Xét hàm số f(x) = ax 2 4- bx 4- c(a * 0) liên tục trên R 

Tính f(0) = c;f|jj = i(a + 3b + 9c) 

f(0) + 18f^j = 0 

Suy ra f(0),f^j trái dấu hoặc f(0) = f = 0 

Vậy phương trình ax 2 4- bx 4- c = 0(a * 0) có nghiệm trong 1^0; ^ j 

c) Xét hàm số f(x) = ax 2 4- bx 4- c liên tục hên R 
4- Khi c=0, ta có ax 2 4-bx=0 

• Néu a=0 thì từ giả thiết — a — 4—4- — = 0 suy ra b=0, phương trình có vô số nghiệm nên 
m 4- 2 m 4-1 m 

phương trình có nghiệm trong khoảng (0;1) 
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• Nếu a * 0, ta có ax 2 + bx + c = 0 « x(ax + b) = 0 


X = 0 

<=> _ b _ m + 1 

a m + 2 


X = —- 


■«(M) 


• Khi c^O, ta có f(0)=c và f 1 m + 1 I = 


/m + lì -c 
Ị^m + 2j m(m + 2) 


Suy ra phương trình f(x)=0 có nghiệm trong khoảng 



Bài 2. 


a) Chứng minh phương trình 2x 3 - 6x +1 = 0 có 3 nghiệm ưên khoảng (-2;2) 

b) Chứng minh phương trình 2x 5 - X - 2 = 0 có 3 có nghiệm duy nhất x 0 > \ỊĨ 

c) Chứng minh phương trình X 4 -X -3 = 0 có 3 có nghiệm x 0 e (l;2) và x 0 > ỉ[Ỹ2 


và x 0 > 


Hướng dẫn và đáp số: 


a) Tính f(-2);f(0);f(l);f(2) 

b) Xét hàm f(x) = x 5 -x-2 hên tục trênR và f(l) = -2; f(2) = 28 ^ f(l).f(2) < 0 

ta chứng minh đc hàm f(x) đồng biến trên (1;2) nên phương trình 

X 5 - X - 2 = 0 có nghiệm duy nhất x 0 G (l; 2 ) . 

Ta có: Xq =x 0 + 2>2J2x 0 <=>xồ° >8x 0 <=>Xq >8<=>x 0 >lẸ 

c) Tương tự câu b) 

Bài 3. 

a) Cho phương trình ax 2 + bx + c = 0 thõa mãn 2a+3b+6c=0. Chứng minh phương trình có nghiệm 
trong khoảng (0;1) 

b) Cho phương trình atan 2 X + btanx + c = 0 thõa mãn 2a+3b+6c=0. Chúng minh phương trình có ít 



Hướng dẫn và đáp số: 

b) atan 2 x+ btanx+ c= 0 (1) và 2a+3b+6c=C 


Đặt t = tanx với X G kĩi; 


^;^ + k^t e (0;l), ta có : at 2 +bt + c = 0 (2) 


• Trường hợp 1: Nếu c=0 thì at 2 +bt=0 
+ khi a=0 thì b=0.... 

+ Khi a 5* 0 thì = \, từ phương trình at 2 +bt = 0 <^> 
a 3 


2 

. _ 3 


• Trường hợp 2: Nếu c ^ 0, ta có f(0)=c và 


{f]=|(- 12c+9c > 


c 


3 
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phương trình (1) có nghiệm trong khoảng 


Bài 4. Chứng minh phương trình : 2x + 6\Jĩ-x =3 có ba nghiệm phân biệt thuộc Ị-7;9 j. 

Bài 5. Chúng minh rằng với mọi m phương trình X 3 + mx 2 -1 = 0 luôn có một nghiệm dương. 
Bài 6. Cho phương trinh: |x| 3 -mx 2 + (m +1)|x| -2 = 0 

a) Giải phương trình vói m=l 

b) Chứng minh rằng vói mọi m phương trình luôn có ít nhất hai nghiệm phân biệt 

Hướng dẫn và đáp số: 

Đặtt=lxl, t>0,tađược: t 3 -mt 2 + (m + l)t-2 = 0 

a) X = ±1 

b) Xét hàm 

f(t) = t 3 -mt 2 + (m + l)t-2 liên tục trên R 
Ta có: f(0)=-2<0, 

lim f(t) = +00 => 3c > 0 sao cho f(c)>0 

t->+® 

Suy ra: 

f(0).f(c)< 0,(2) có một nghiệm tj £ (0,c)=> X =±tj 
Vậy, với mọi m phương trình luôn có ít nhất hai nghiệm phân biệt. 



Bài 7. Chứng minh rằng với mọi m phương trình: 1 xỊx-1 Ị + mx = m +1. luôn có một nghiệm lớn hơn 1. 


Giải 


Đặtt = \Ịx - l,đicu kiện t >0 
Khi đó phương trình có dạng: 

f(t) = t 3 + mt 2 -1 = 0 
Xét hàm số y=f(t) liên tục trên Ị^0;+oo) 

Tacó: 

f(0) = -l<0 

lim f(t) = + 00 , vậy tồn tại c>0 để f(c)>0 

Suy ra: 

f(0).f(c)<0 

Vậy phương trình f(t)=0 luôn có nghiệm t 0 £ (0;c), khi đó: 



Vậy với mọi m phương trình luôn có một nghiệm lớn hơn 1. 

Bài 8. Cho a,b,c là ba số dương phân biệt. Chứng minh rằng phương trình: 
a(x-b)(x-cì + b(x-a)(x-cì + cíx-b)(x-a) = 0 
luôn có hai nghiệm phân biệt. 


Giải 


Không mất tí nh tổng quát, giả sử a < b < c và đăt: 
f(x) = a(x-b)(x-cj + b(x-a)(x-c) + c(x-b)(x-a) 


Ta có: f(b)<0 và hệ sô" X 2 của f(x) bằng a+b+c>0 

Vậy phương trình có 2 nghiệm phân biệt thỏa mãn Xj < b < x 2 
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Bài 9. Chứng minh rằng phương trình :p(x-a)(x-c) + q(x-b)(x-d) = 01uôn có nghiệm, biết rằng 
a<b <c<d, p và q là hai số thực bất kì. 

Bài 10. Chứng minh phương trình 

a) Ị-m 2 +1 jx 3 -4x -1 = 0 luôn luôn có nghiệm. 

b) Cơs2x = 2sinx -2 có ít nhất 2 nghiệm tong khoảng Í-- 

c) a/x 3 + 6x+ 1- 2 = 0 có nghiệm dương 

d) X 5 -X 2 -2x-1 = 0 có nghiệm. 

Hướng dẫn và đáp số: 

a) Xét f(0) và f(l) 

b) Xét hàm số y=f(x)=cos2x-sin2x+2 

Xét trên khoảng > 2 j’(^2 ;7ĩ j 

c) Xét f(0) và f(l) 
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MỘT SỐ BÀI TẬP LÝ THUYẾT {Tham khảo} 

Bài 1. Cho ví dụ về một hàm số liên tục trên (a;b] và trên (b;c) nhưng không liên tục trên (a;c). 

Hướng dẫn 

Í x + 2, nếu X < 0 
1 nếu x> 0 

X 2 

* Trường hợp X < 0 : 

f(x) là hàm đa thức, liên tục trên M, nên nó hên tục trên (-2;0j 
*Trường hợp X > 0 : 

f(x) = —- là hàm số phân thức hữu tỉ nên liên tục trên (0;2) thuộc tập xác định của 

' X 2 ^ ' 

nó. Như vậy f(x) hên tục trên (-2;0] và trên (0;2). 

Tuy nhiên, vì lim f(x) = lim ~Ỷ - +00 nên hàm số f(x) không có giới hạn hữu hạn 

x-»0 + x->0 + X 

tại x=0. Do đó, nó không hên tục tại x=0. Nghĩa là không hên tục trên (-2;2). 

Bài 2. Chúng minh rằng nếu một hàm số liên tục trên (a;b] và trên [b;c) thì nó liên tục trên (a;c). 

Hướng dẫn 

Vì hàm sô" hên tục trên (a;bj nên hên tục trên (a;b) và hm f(x) = f(b) (1) 

Vì hàm sô" hên tục trên [b;cjnên hên tục trên (b;c) và lim f(x) = f(b) (2) 

Từ (1) và (2) suy ra f(x) hên tục trên các khoảng (a;b)và (b;c) và hên tục tại x=b 
(vì hm f(x) = f(b)). Nghĩa là nó hên tục trên (a;c) 


Bài 3. Cho hàm số f(x) = 


HH 


. Vẽ đồ thị hàm số này. Từ đồ thị dự đoán các khoảng trên đó hàm số 


liên tục và chứng minh dự đoán đó. 


Hướng dẫn 


a)f(x) = - 


,A-l,nếux>0 

Ịl-x,nê"ux<0 


X p-x,neux<u 
Hàm sô" này xó tập xác định là M\{0}. 
b)Từ đồ thị dự đoán f(x) hên tục trên các 


khoảng (-oo;0),(0;+co),nhưng 


không hên tục trên M. Thật vậy: 

* Với x>0, f(x)=x-l là hàm phân thức nên hên tục trên M. Do đó hên tục trên (0;+co). 

* Với x>0, f(x)=l-x là hàm phân thức nên hên tục trên M. Do đó hên tục trên (-oo;0) 
Dễ thấy hàm sô" gián đoạn tại x=0, vì lim f(x) = —1; lim f(x) = 1 


X—»0 + X—>0 _ 


Bài 4. Cho hàm số y=f(x) liên tục trên đoạn [a;b]. Nếu f(a).f(b)>0 thì phưong trình f(x)=0 có nghiệm hay 
không trong khoảng (a;b)? Cho ví dụ minh hoạ. 

Hướng dẫn 

Nếu hàm sô" y=f(x) hên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b) > 0 thì phương trình f(x)=0 
có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng (a;b). 

Ví dụ minh họa: 

* f(x)=x 2 -1 hên tục trên [-2;2],f(-2).f(2)=9>0.Phương trình X 2 - 1 = 0 
có nghiệm x= + ltrong khoảng (-2;2). 

* f(x)=x 2 +1 hên tục trên [-l;l],f(-l).f(l)=4>0.Phương trình X 2 +1 = 0 
có nghiệm x=±ltrong khoảng (-1; 1). 


Bài 5. Nếu hàm số y=f(x) không liên tục trên đoạn [a;b] nhưng f(a).f(b)<0, thì phương trình f(x)=0 có 
nghiệm hay không trong khoảng (a;b)? Hãy giải thích câu trả lời bằng minh hoạ hình học. 

Hướng dẫn 
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Nếu hàm số y=f(x) không liôn tục trên đoạn [a;b] nhưng f(a).f(b)<0 thì 
phương trình f(x)=0 có thể có nghiệm hoặc vô nghiệm trong khoảng (a;b) 

Minh hoạ hình học: Bổ sung hình vẽ /185. SBT 

Bài 5. Chứng minh phương trình: 

X n + a^ 11-1 + a 9 x n_2 +... + a nl x + a n = 0 luôn có nghiệm vói n là số tự nhiên lẻ. 

Hướng dẫn 

Hàm sô" f(x)=x n +a 1 x I1 ~ 1 + a 2 x n_2 + ... + a n _jX + a n xác định trên M. 

*Tacó: lim f(x) = +co.Vì ĩim f(x) = +CO nên với dãy số (x n ) bâ"t kì mà x n —» + 00 , 

ta luôn co limf(x n ) = +CO.DÔ đo f(x n )có thể lớn hơn một sô" dương tùy ý, 

kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. Noi cách khác, luôn tồn tại sô" a sao cho f(a)>l. (1) 

*Tacó: lim f(x) = -00 ( do n lẻ). Vì lim f(x) = -00 nên với dãy sô" (x n ) 

bâ"t kì mà x n —> - 00 ,ta luôn có limf(x n ) = -00 haylim[-f(x n )J = +00 . 

Do đó -f(x n )có thể lớn hơn một sô" dương tùy ý, kể từ một sô" hạng nào đó trở đi. 

Nếu sô" dương này là 1 thì -f(x n ) > 1 kể từ sô" hạng nào đó trở đi. Nói cách khác, 
luôn tồn tại sô" b sao cho -f(b)>l hay f(b)<-l. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra f(a).f(b)<0. 

Mặt khác hàm đa thức f(x) liên tục trên M, nên liên tục trên [a;bj 
Do đó, phương trình f(x)=0 luôn có nghiệm 

Bài 6. Cho hàm số f(x) liên tục và đồng biến trên đoạn [a;b]. Chứng minh rằng vói mọi dãy hữu hạn có 

các số ci,C2,C3,...,Cn cùng thuộc [a;b] thì phương trình: f(x) = —[f(c 1 ) + f(c 2 ) + ... + f (c n )J luôn có nghiệm 

trong đoạn [a;b] 

Hướng dẫn 

Ta có: a<Cj <b;a<C2 <b;a<c 3 <b;... 

Hàm sô" f(x) đồng biên trên [a;b] 
f(a)<f(c,)<f(b) 
f(a)<f(c 2 )<f(b) 

Nên: f(a) < f(c 3 )<f(b) 

f(a)<f'(c n )<f(b) 

Suyra: 

nf(a) < f(Cj) + f(c 2 ) +... + f(c n ) < nf(b) 

=> f(a) < ỉ[f( Cl ) + f(c 2 ) +... + f(c n )] < f(b) 

ĐặtM = M = -[f(Cj) + f(c 2 ) +... + f(c n )J 

Xét hàm g(x)=f(x)-M liên tục trên [a;b]; g(a)=f(a)-M < 0 và 
g(b)=f(b)-M > 0. Suy ra: g(a).g(b) < 0. 

*Khi g(a).g(b)=0 <=> nên a hoặc b là nghiệm của phương trinh f(x)=M 

*Khi g(a).g(b)<0 thì phương trình f(x)-M=0 có ít nhất một nghiệm trong (a;b) 

Vậy, phương trình : f(x)=-[f(c 1 ) + f(c 2 ) + ... + f(c n )] luôn có nghiệm trong [a;b] 

Bài 7. Cho hàm số y=f(x) xác định trên khoảng (a;b) chứa điểm xo. Chứng minh rằng nếu 
f(x) — f(x n ) 

Um ——— 0 = L thì hàm số f(x) liên tục tại xo 

X—>Xq X Xq 

Hướng dẫn: Đặt g(x) = ————L và biểu diễn f(x) qua g(x) 
x-x 0 
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ÔN TẬP CHƯƠNG 4 


Bài 1. Tính các giói hạn sau: 

n 2 -3n + 2 
a) lim —- 

X-M-® 2n 2 + 3n + 2 

Đáp số: a)^ 


b) lim 


b)+00 


n^n^~ + 2 
1 4n 2 + 1 

1 


c) 


2 3 

Bài 2. Tính tổng các cấp số nhân lùi vô hạn: 

a)l + 0,03 + (0,03) 2 +... + (0,03) n +... 


b) ỉ-ị + ị-ị + .. 

2 4 8 

c) l + 0,9 + (o,9) 2 - 


|) ; 

(0,9)"- 


c) lim 


(- 2 ) ,+3 ° 


3 1 

Hướng dẫn và Đáp số: a) 1 + - b) 1 + —Y = - c) 10 

1_ 1ÕÕ 1 + 2 

Bài 3. Viết số thập phân vô hạn tuần hoàn 2,131131...( chu kì 131) dưới dạng số hữu tỉ. 
131 

Đáp số: s = 2+ 10 p0 =2 + j^j- 

1 131 999 

1000 

Bài 4. Cho dãy số (Xn): X = ^—\ 

3n + l 

a) Chứng minh dãy số (Xn) dãy tăng 

b) Dãy (Xn) hội tụ có giói hạn hữu hạn. 

Hướng dẫn và đáp số: 

a) Chúng minh x n+1 - x n > 0, Vn e N 

2 

b) limx„ =9 

Bài 5. Dùng định nghĩa giói hạn chứng minh: 

a)lim(2x-6) = ^4 b)lim—-—- = +00 

' *-*(l-x) 2 


Bài 6. Tìm các giới hạn sau: 

. .. x-2 sjx 2 +5-3 2-v/l + x 

a)lim ; b)lim—---; c)lim-—-; 

X—>2 x z _3 X _|_ 2 x^>2 X - 2 X—>0 X 


d) lim 


v 2 13 

Đáp số: a) 1; b)^ c)f4. 

F 3 12 

Bài 7. Chohàmsố y = f(x) = | 1 2 + +1 

Hướng dẫn: 

> Với X 5*0:Hàmsố liên tục. 

> Vói x=0. Hàm SỐ liên tục 


d)0 

neu X > 0 minh hàm Số liên tục. 

nếu X < 1 
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=> Vậy hàm số liên tục trên tập xác định 

Bài 8. Cho hàm số y = f(x) = -] x 7 a , neu X <0 Tìm k hàm số liên tục. 

Ịax 2 +bx + 1 nếuX >0 


Đáp số: với a=l, b bất kì thì hàm số liên tục trên R 
Bài 9. Tìm các giói hạn sau: 


a) lim 


Đáp số: a)^ 



b) lim - 

3x + 2 


b) —00 

C)1 


x-2n/x -3. 
l — 2yfx 


d)-Ị- 

12 


Bài 10. Chứng minh phương trình sau có nghiệm: 


c) lim - 


d)lim 

X-»1 


^ 77-2 

X — 1 


a) 3x 3 +2x 2 +3x-2 = 0 có ít nhất một nghiệm 

b) Chứng minh rằng phương trình X 5 - 3x 4 + 6x 3 + X 2 - 4x -1 = 0 có nghiệm trong khoảng (0;2) 

c) 4x 3 -12x 2 -x + 3 = 0 có 3 nghiệm trong các khoảng (-1;0),(0;1),(2;4). 

Hướng dẫn: 

f(x)=0 có nghiệm trong đoạn [a;b] <=> f(a).f(b) < 0 

a) khoảng (0;1) 

b) (0;2) 

c) (-1;0),(0;1),(2;4). 
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